
（第 7 题图） 

2020~2021 学年度苏锡常镇四市高三教学情况调研（二） 
一、选择题： 
1．若 a∈R，则“ 2a = ”是“复数 2 iz a= − 的模为 2 2 ”( i为虚数单位)的(    ) 

A．充分不必要条件          B．必要不充分条件 
C．充要条件                D．既不充分也不必要条件 

2．若集合 { }2A x y x= = − ， { }2xB y y= = ，则 A B= (    ) 

A． ( ,2]−∞          B．[2, )+∞           C． (0,2]         D．[0,2]  
3．从标有 1，2，3，4，5，6 的 6 张卡片中，不放回地随机抽取两次，每次抽取一张．“在第一次

抽到标号是 4 的条件下，第二次抽到的标号是奇数”的概率为(    ) 

A．
3
5

             B．
1
2

               C．
1

10
          D．

1
12

 

4．已知椭圆 E：
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > 的右焦点为 2F ，左顶点为 1A ，若 E 上的点 P 满足 2PF x⊥

轴， 1 2
3sin
5

PA F∠ = ，则 E 的离心率为(    ) 

A．
1
2

        B．
2
5

          C．
1
4

          D．
1
5

 

5．已知 sin1a = ， cos1b = ，则下列不等式正确的是(    ) 
A． log b a

a b a b< < B． log a b
a b b a< <  

C． logb a
aa b b< < D． loga b

ab a b< <  

6．已知
π π3sin( ) sin( )
6 6

α α− = + ，则 cos 2α = (    ) 

A．
1
7

         B．
1
7

−          C．
11
13

         D．
11
13

−  

7．我国汉代数学家赵爽为了证明勾股定理，创制了一幅“弦图”，它由四个全等的直角三角形和

一个正方形所构成（如图），后人称其为“赵爽弦图”.在直角三角形 CGD 中，已知 4GC = ，

3GD = ，在线段 EF 上任取一点 P，线段 BC 上任取一点Q ，则 AP AQ⋅
 

的最大值为(    ) 
A．25            B．27           C．29             D．31 

8．已知函数
2

2 2( ) 1
3 1x

xf x x= − +
+

.若存在 (1,4)m∈ 使得不等式 2(4 ) ( 3 ) 2f ma f m m− + + > 成立,

则实数 a 的取值范围是(    ) 
A． ( ,7)−∞        B． ( ,7]−∞        C． ( ,8)−∞          D． ( ,8]−∞  

二、选择题： 
9．某中学为了研究高三年级学生的身高和性别的相关性问题，从高三年级 800 名学生中随机抽取

200 名学生测量身高，测量数据的列联表如下： 
单位：人 

性别 身高 
合计 

低于 170cm 不低于 170cm 
女 80 16 96 
男 20 84 104 

合计 100 100 200 
下列说法正确的有(    ) 



A．从列联表可以判断该样本是由分层抽样而得 
B．从列联表可以看出该中学高三学生身高最高的是男生 
C．有 99.9%的把握认为该中学高三学生的身高与性别有关联 
D．若该样本中男生身高 h（单位：cm）服从正态分布 (175,25)N ，则该样本中身高在区间

( ]175,180 内的男生超过 30 人 

附 1：
2

2 ( )
( )( )( )( )

n ad bc
a b c d a c b d

χ −
=

+ + + +
（其中 n a b c d= + + + ）.  

临界值表： 
2

0( )P xχ ≥  0.15 0.10 0.05 0.025 0.010 0.005 0.001 

0x  2.072 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828 

附 2：若 2~ ( , )X N µ σ ，则随机变量 X 取值落在区间 ( , )µ σ µ σ− + 上的概率约为 68.3%.
 10．在数学发展史上，曾经定义过下列两种函数:1 cosθ− 称为角θ 的正矢，记作 sinver θ ；1 sinθ−

称为角θ 的余矢，记作 sincover θ .则(    ) 

A．
2021π 3sin

6 2
ver =  

B．函数 ( ) sin sinf ver coverθ θ θ= ⋅ 的最大值为
3 2 2

2
+  

C．存在一个θ ，使函数 ( ) sin sinf ver coverθ θ θ= − 的值为
3
2  

D．将函数 ( ) sinf coverθ θ= 的图象向左平移
π
2
个单位后，可得到函数 ( ) sing verθ θ= 的图象 

11．已知正四棱柱 1 1 1 1ABCD A B C D− 的底面边长为 1，侧棱长为 2，点 M 为侧棱 1CC 上的动点，

AM ⊥平面α ．下列说法正确的有(    ) 
A．异面直线 AM 与 1B C 可能垂直               B．直线 BC 与平面α 不可能垂直 

C． AB与平面α 所成角的正弦值的范围为
2(0, ]

2
 

D．若M α∈ 且 1CM MC= ，则平面α 截正四棱柱所得截面多边形的周长为3 2  
12．已知函数 ( )f x 的定义域为 R，且在 R 上可导，其导函数记为 ( )f x′ ．下列命题正确的有(    ) 

A．若函数 ( )f x 是奇函数，则 ( )f x′ 是偶函数 
B．若函数 ( )f x′ 是偶函数，则 ( )f x 是奇函数 
C．若函数 ( )f x 是周期函数，则 ( )f x′ 也是周期函数 
D．若函数 ( )f x′ 是周期函数，则 ( )f x 也是周期函数 

三、填空题：  
13．已知抛物线 2 2 ( 0)y px p= > 的焦点为 F，点 (0, 2)A  . 若线段 FA 的中点 B 在抛物线上，则 p 的

值为     ． 
14．已知等差数列{ }na 的首项为 a，公差为 b（其中 , Na b ∗∈ ），且 2 3a ab a< < ，写出一个满足条

件的数列{ }na 的通项公式：      ． 

15．已知平面向量 a，b，c 满足 1= =b c ， 3− =b c ，2 1⋅ = ⋅ =a b a c ，则b与 c 的夹角为    ；

a 等于      ．（第一空 2 分，第二空 3 分） 
16．一个组合体由上下两部分组成，上部是一个半球，下部是一个圆柱，半球的底面与圆柱的上

底面重合．若该组合体的体积为V ，则当圆柱底面半径 r =      时，该组合体的表面积最小． 



三、解答题： 
17.在△ABC 中，a，b，c 分别为内角 A，B，C 的对边，且 cos cosa b a B b A− = − ． 
（1）求证： a b= ； 

（2）若 4c = ，
3cos
5

C = ，求△ABC 的面积． 

解：（1）因为 cos cosa b a B b A− = − ， 

  由余弦定理得
2 2 2 2 2 2

2 2
a c b b c aa b a b

ac bc
+ − + −

− = ⋅ − ⋅ ，………………………2 分 

  即
( )( ) 0a b a b c

c
− + −

= ，……………………………………………………4 分 

  因为 a b c+ > ，所以 a b= ．……………………………………………5 分 

（2）若
34,cos
5

c C= = ，因为
2 2 2

cos
2

a b cC
ab

+ −
= ， 

  则
2

2

3 2 16
5 2

a
a
−

= ，得 2 20a = ，…………………………………………8 分 

  又因为 0 C< < π，所以 2 23 4sin 1 cos 1 ( )
5 5

C C= − = − = ， 

于是
1 1 4sin 20 8
2 2 5ABCS ab C∆ = = × × = ．…………………………………10 分 

18．在① 2
1 ( 1)n nna n a n n+ − + = + ，②3 ( 2)n nS n a= + ，③ 1

( 2) n n
n

n a TT
n+

+
= 这三个条件中任选一个

补充在下面问题中，并解答下列题目． 
设首项为 2 的数列{ }na 的前 n项和为 nS ，前 n项积为 nT ，且      ． 
（1）求数列{ }na 的通项公式； 
（2）设 ( 1)n

n nb a= − ，求数列{ }nb 的前 n项和． 

解：选①：因为 2
1 ( 1)n nna n a n n+ − + = + ，得 1 1

1
n na a

n n
+ − =
+

，……………2 分 

  所以数列 na
n

 
 
 

是等差数列，首项为 2，公差为 1，………………………4 分 

  则 2 ( 1) 1 1na n n
n
= + − ⋅ = + ，所以 ( 1)na n n= + ．……………………………6 分 

  选②：因为3 ( 2)n nS n a= + ，当 2n≥ 时， 1 13 ( 1)n nS n a− −= + ， 
  则 13 ( 2) ( 1)n n na n a n a −= + − + ，即 1( 1) ( 1)n nn a n a −− = + ，…………………2 分 

  所以
1

1
1

n

n

a n
a n−

+
=

−
，所以 1

1 4 3 ( 1)
1 2 2 1n

n na a n n
n n
+

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +
− −


．…………4 分 

  当 1n = 时， 1 2a = 也满足，所以 ( 1)na n n= + ．…………………………6 分 

  选③：因为 1
( 2) n n

n
n a TT

n+

+
= ，即 1

( 2) n
n

n aa
n+

+
= ，………………………2 分 

  所以 1

2
n na a

n n
+ =
+

，即 1

( 2)( 1) ( 1)
n na a

n n n n
+ =

+ + +
， 

  所以数列
( 1)

na
n n

 
 

+ 
是常数列，…………………………………………4 分 



y
x

z

O

M

C C1

B1
B

A1A

  所以 1 1
( 1) 2 1

na a
n n

= =
+ ×

，即 ( 1)na n n= + ．…………………………………6 分 

（2）因为 ( 1)n
n nb a= − ， 

  当 n为偶数时， 2 2 2
1 2 (1 1) (2 2) ( )nb b b n n+ + + = − + + + − + + 

 
  2 2 2 2 2 2[ 1 2 3 4 ( 1) ] [ 1 2 3 4 ( 1) ]n n n n= − + − + − − − + + − + − + − − + 

 

  
(3 2 1) ( 2)[3 7 2 1]

2 2 2 2 2
n n n n n nn + − +

= + + + − + = ⋅ + =
．…………9 分 

当 n为奇数时， 
2 2 2 2

1 2 (1 1) (2 2) [( 1) ( 1)]nb b b n n n n+ + + = − + + + − + − + − − − 
 

  
2

2( 1)( 1) ( 1)
2 2

n n nn n− + +
= − − = − ． 

  所以 1 2 2

.

( 2) ,
2

( 1) ,
2

n

n n n
b b b

n n

+
+ + + = 

+−




为偶数，

为奇数

 ………………………12 分 

19．如图，在三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中，△ABC 是边长为 2 的等边三角形，平面 ABC ⊥平面 1 1AA B B ，

1 1A A A B= ， 1 60A AB∠ = ，O 为 AB 的中点， M 为 1 1A C 的中点． 

（1）求证：OM ∥平面 1 1BB C C ； 
（2）求二面角 1 1C BA C− − 的正弦值． 

（1）证明：取 1 1B C 中点 E ，连接 BE ， 

  ∵ 1 1A M C M= ，∴ 1 1
1
2

ME A B= ，ME ∥ 1 1A B ， 

∵三棱柱 1 1 1ABC A B C− ，O 为 AB的中点， 

∴ 1 1
1
2

OB A B= ，OB∥ 1 1A B ， 

∴ ,OB ME OB= ∥ME ，∴四边形OMEB为平行四边形， 
∴OM ∥ BE ．…………………………………………………………………3 分 

∵OM ⊄平面 1 1BB C C ， BE ⊂平面 1 1BB C C ， 

∴OM ∥平面 1 1BB C C ．……………………………………………………5 分 
（2）∵CA CB= ， AO OB= ，∴CO AB⊥ ， 

  ∵平面 ABC ⊥平面 1 1AA B B ，平面 ABC 平面 1 1AA B B AB= ， 

  CO ⊂平面CAB ，∴CO ⊥平面 1 1AA B B ，……………………………7 分 

∵ 1 1A A A B= ， 1 60A AB∠ = ，∴ 1AA B∆ 为等边三角形， 

∵ AO OB= ，∴ 1OA AB⊥ ，∴ 1, ,OA OA OC 两两垂直， 

以{ }1, ,OA OA OC
  

为正交基底建立如图所示的空间直角坐标系O xyz− ， 

∴ (1,0,0)A ， 1(0, 3,0)A ， ( 1,0,0)B − ， (0,0, 3)C ， 1( 1, 3, 3)C − ． 



  ∴ (1,0, 3)BC =


， 1 (1, 3,0)BA =


． 

  设平面 1A BC 的一个法向量为 1 1 1 1( , , )n x y z=


， 

∴
1 1 1

1 1 1 1

3 0

3 0

n BC x z

n BA x y

 ⋅ = + =


⋅ = + =

 

 

，

，
 取 1 3x = ，得 1 11, 1y z= − = − ． 

  ∴平面 1A BC 的一个法向量为 1 ( 3, 1, 1)n = − −


，……………………………9 分 

  1 (1, 3,0)BA =


， 1 (0, 3, 3)BC =


．设平面 1 1A BC 的一个法向量 2 2 2 2( , , )n x y z=


， 

  
2 1 2 2

2 1 2 2

3 0

3 3 0

n BA x y

n BC y z

 ⋅ = + =


⋅ = + =

 

 

，

，
 取 2 1y = ，得 2 23, 1x z= − = − ． 

  ∴平面 1 1A BC 的一个法向量为 2 ( 3,1, 1)n = − −


，……………………………11 分 

  ∴ 1 2
1 2

1 2

3 1 1 3cos ,
53 1 1 3 1 1

n nn n
n n
⋅ − − +

< >= = = −
+ + + +

 

 

 

， 

  ∴ 1 2
4sin ,
5

n n< >=
 

，即二面角 1 1C BA C− − 的正弦值为
4
5
．………………12 分 

20．平面中，已知动点 M 到定点 ( 2,0)F − 的距离与到定直线 l： 3
2

x = − 的距离之比为定值
2 3

3
． 

（1）求动点 M 的轨迹 E 的方程； 
（2）过点 F 作互相垂直的两条直线 1l ， 2l ，其中 1l 交动点 M 的轨迹 E 于 M，N 两点， 2l 交圆 D：

2 2( 4) 9x y− + = 于 P，Q 两点，点 R 是 P，Q 的中点，求△ RMN 面积的最小值． 

解：（1）设 M（x，y），由题意得：
2 2( 2) 2 3
3 3
2

x y

x

+ +
=

+
，……………2 分 

  即 2 2 24 3( 2) ( )
3 2

x y x+ + = + ，化简得 E：
2

2 1
3
x y− = ．……………………4 分 

（2）①若 1l 的斜率不存在，则
2 3

3
MN = ， (4,0)R ， 

  所以△RMN 面积为
1 2 3 6 2 3
2 3

S = × × = ．………………………………5 分 

②若 1l 的斜率存在，且不为 0，设为 1k ，则 1 1: ( 2)l y k x= + ， 

代入
2

2: 1
3
xE y− = 中并化简得： 2 2 2 2

1 1 1(1 3 ) 12 12 3 0k x k x k− − − − = ， 

设 1 1( , )M x y ， 2 2( , )N x y ，则
2

2 1
1 2 1 2

1

2 3(1 )1
1 3

kMN x x k
k
+

= − + =
−

，……7 分 

  2
1

1: ( 2)l y x
k

= − + ，即 1 2 0x k y+ + = ，所以
2

1
2 2

1 1

63636
1 1

k
FR

k k
= − =

+ +
， 

  且
2

1

6 3
1 k

<
+

，得 2
1 3k > ，………………………………………………9 分 



  所以△RMN 面积为
2 2

1 1
2

1

12 3 (1 )1
2 3 1

k k
S

k
⋅ +

= ×
−

，…………………………10 分 

  令 2
13 1 (8, )k t− = ∈ +∞ ，则 2

( 4)( 1)6 3 5 49 2 3 1 2 3

t t

S
t t t

+ +

= = + + > ， 

  所以 S 的最小值为 2 3 ，即△RMN 面积的取值范围为 2 3 ．…………12 分 
21．某中学的一个高二学生社团打算在开学初组织部分同学打扫校园.该社团通知高二同学自愿报

名，由于报名的人数多达 50 人，于是该社团采用了在报名同学中用抽签的方式来确定打扫校园的

人员名单．抽签方式如下：将 50 名同学编号，通过计算机从这 50 个编号中随机抽取 30 个编号，

然后再次通过计算机从这 50 个编号中随机抽取 30 个编号，两次都被抽取到的同学打扫校园． 
（1）设该校高二年级报名打扫校园的甲同学的编号被抽取到的次数为Y ，求Y 的数学期望； 
（2）设两次都被抽取到的人数为变量 X ，则 X 的可能取值是哪些？其中 X 取到哪一个值的可

能性最大？请说明理由． 

解：（1）因为甲同学在第一次被抽到的概率是
30 3
50 5

= ，……………………1 分 

第二次被抽到的概率也是
3
5
，且两次相互独立，所以

3~ (2, )
5

Y B ，………3 分 

  所以
3 6( ) 2
5 5

E Y = × = ．……………………………………………………4 分 

（2）设两次都被抽到的人数的个数为随机变量 X ， 
则10 30X≤ ≤ （ X ∗∈N ），…………………………………………………6 分 

  则
30 30

50 50 20
30 30
50 50

( )
n n n

nC C CP X n
C C

− −
−⋅ ⋅

= =
⋅

，…………………………………………８分 

  令 30 30
50 50 20

50! (50 )! 20!( )
(50 )! ! (30 )!20! (30 )!( 10)!

n n n
n

nf n C C C
n n n n n

− −
−

−
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

− − − −
 

  2

50!
[(30 )!] !( 10)!n n n

=
− −

， 

  所以
2

2

( 1) 50! [(30 )!] !( 10)!
( ) [(29 )!] ( 1)!( 9)! 50!

f n n n n
f n n n n
+ − −

= ×
− + −

 

     
2(30 )

( 1)( 9)
n

n n
−

=
+ −

， 

  若 2(30 ) ( 1)( 9) 909 52 0n n n n− − + − = − > ，则 17n≤ ，…………………11 分 
  所以当 17n≤ 时， ( 1) ( )f n f n+ > ；当 18n≥ 时， ( 1) ( )f n f n+ < ， 
  所以当 18n = 时， ( )f n 最大，即 ( 18)P X = 最大， 
  所以参加打扫图书馆的人数最有可能是 18 人.…………………………12 分 

22．已知函数 ( )
ex

axf x = （ e 为自然对数的底数）． 

（1）若函数 ( ) ( )g x x f x= − 在 (0, )+∞ 上为增函数，求实数 a 的取值范围； 
（2）证明：对任意实数 a , 函数 ( ) ( ) lnh x f x x= − 有且只有一个零点． 
解:（1）因为函数 ( )g x 在 (0, )+∞ 上单调递增， 

  所以
(1 )( ) 1 0
ex

a xg x −′ = − ≥ 在 (0, )+∞ 上恒成立，…………………………1 分 

所以 (1 ) exa x− ≤ 在 (0, )+∞ 上恒成立， 



当 1x = 时， Ra∈ ， 

  当 1x > 时，
e

1

x

a
x−

≥ 在 (1, )+∞ 上恒成立，令
e( )

1

x

t x
x

=
−

，则 2

e (2 )( )
(1 )

x xt x
x
−′ =

−
， 

x  (1,2)  2  (2, )+∞  

( )t x′  +  0  −  

( )t x  增 极大值 减 

  则 2
max( ) (2) et x t= = − ，所以 2ea −≥ ． 

  当0 1x< < 时，
e

1

x

a
x−

≤ 在 (0,1) 上恒成立，且
e( )

1

x

t x
x

=
−

在 (0,1) 上增， 

  所以 1a≤ ，所以 2e 1a− ≤ ≤ ．…………………………………………………4 分 
（2）首先证明当 0x > 时， e 1x x x+ >≥ ． 

证明：设 ( ) e 1xp x x= − − ，则 ( ) e 1xp x′ = − ，令 ( ) 0p x′ = ，得 0x = ， 
当 0x < 时， ( ) 0p x′ < ， ( )p x 单调递减；当 0x > 时， ( ) 0p x′ > ， ( )p x 单调递增． 

所以 min( ) (0) 0p x p= = ，所以 ( ) e 1 0xp x x= − − ≥ ， 
所以 e 1x x x+ >≥ ．………………………………………………6 分 
①当 时, 结论显然成立;………………………………………7 分 

  ②当 时, (1 ) 1( )
ex

a xh x
x

−′ = − ， 

  (i)当0 1x< ≤ 时, ( ) ln 0
ex

axh x x= − > 恒成立， 

  (ii)当 1x > 时，
(1 ) 1( ) 0

ex

a xh x
x

−′ = − < ，所以 ( )h x 在区间 上单调递减，. 

  且 (1) 0
e
ah = > , 

e

e e

e (e e )(e )
e e

a

a a

a a
a a ah a −
= − = . 

  所以 ee e 0
aa − < ，即 (e ) 0ah < ，所以 ( )h x 在 (1,e )a 上只有一个零点， 

  所以 ( )h x 在 (0, )+∞ 上只有一个零点.………………………………………9 分 

  ③当 时， (i) 当 1x > 时, ( ) ln 0
ex

axh x x= − < 恒成立， 

   (ii)当0 1x< ≤ 时，
(1 ) 1( ) 0

ex

a xh x
x

−′ = − < ，所以 ( )h x 在 上单调递减， 

  且 (1) 0
e
ah = < , 

e

e e

e (e e )(e ) 0
e e

a

a a

a a
a a ah a −
= − = > ， 

所以 ( )h x 在 (e ,1)a 上只有一个零点，…………………………………………11 分 
所以 ( )h x 在 (0, )+∞ 上有且只有一个零点．…………………………………12 分 


