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揭示原有函数本质特征助力导数综合问题解决

潘荣杰

(北京市第八十中学 100102)

很多学生在面对导数综合题时，一般都会考

虑原有函数的定义域，然后就对原有函数求导数，

或根据问题情境，构造一个函数再求导数．那么为

什么要求导?求导的目的是什么?所求得的导数

便于后续研究吗?所研究问题的本质是要研究函

数的什么性质?学生对诸多问题可能没有考虑清

楚，更多的还是模式化解题．不可否认，函数的单

调性是函数的最重要性质之一．导数最直接的应

用就是研究函数的单调性，但不是所有的问题都

要研究函数的单调性．如果需要研究函数的单调

性，而导数含参数且特别复杂，分类讨论的分界点

该如何确定呢?很多学生求导数之后，就陷入不

知所措、无从下手、停滞不前的窘境，更谈不上找

到解决问题的突破口了．

例如，2019年全国I卷理科20题的第(Ⅱ)

问，学生就遇到很大的挑战．

(2019年全国工卷理20节选)已知函数厂(z)

一sinz一1n(1+z)．

证明：厂(z)有且仅有2个零点．
1

分析如果盲目从导数厂7(z)一cosz一丁}
上1 Z

人手，导数的零点不易发现，进而很难得出原函数

的单调区间，也就无法判断出原函数值正负的变

化情况，问题就很难解决。由于找不到突破口，解

题陷入困境。若能抓住零点问题的本质，结合函

数零点的概念，进而考虑方程sinz—ln(1+z)根

的情况，也就转化为y—sinz与y一1n(1+z)的交

点情况，画出两者图象(如图)，解题方向一目了

然，即使不作出函数图象，因为一般函数的零点与

函数值的正负有关联，若能有观察原有函数的函

数值变化的意识，就可能发现．厂(o)一o，所以z—

O是．厂(z)的一个零点．再做一下试验，发现

厂(詈)，(e一1)<o，根据要证明的结论可断定函

数在(号，e一1)上有且仅有1个零点，这样解题的
目标就确定了，也就是只需证，(z)在(一1，0)U

(o，号]u[e一1，+。。)上无零点，在(号，e一1)上
有且仅有1个零点．解答略．由此可以看出，关注

原有函数的性质对问题解决是多么重要．

-y y=mLl+z)

∥<一八

了
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2 ＼ ／

V=SlnX

优先考虑函数的定义域，其实这就是关注原

有函数的一种性质．但我们不能仅仅局限这一点，

也不能求导数之后就抛弃了原有函数．我们要根

据所求问题的本质，关注原有函数以及导函数的

相关性质，找到问题的突破口，再利用导数这一工

具解决问题．笔者结合自己的教学实践，重点谈一

谈在解决函数与导数综合问题中除关注定义域

外，还应关注原有函数的哪些性质?下面结合例

子从四个方面加以说明．限于篇幅，所举例子均节

选一个问题进行解释，以此来感受关注原有函数

本身的某些性质对所研究问题带来的优化．

1关注多项式或函数值整体的正负，明晰问题

本质

关注多项式或函数值整体的正负对证明不等

式、函数零点、恒成立或有解问题至关重要．

例1(2016浙江文节选)设函数．厂(z)一z3+
1

f士，z∈[o，1]．证明：厂(z)≥1一z+z2．
1 l上

证法一

由厂(z)一(1一z+z2)
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一z3+÷一(1一z+z2)
一z3(1+z)+1一(1+z)(1一z+z2)一———————订i————一一幽生寄掣一禹≥。，1+z 1+z7一

得厂(z)≥1一z+z2．

证法二

因为1一z+z2一z3一鲁≤南，
所以z3+F}≥1一z+z2，

即厂(z)≥1一z+z2成立．

点评本题没有用导数研究函数的最值来证

明不等式，问题的解决根本就没用到导数这一工

具．函数不等式的证明，不一定要构造函数，通过

研究单调性等性质，再求出函数的最值达到论证

的目的．函数不等式证明的数学本质还是作差，看

差值的正负即可．本题根据题目的结构特征，用适

当的转化、代数变形、放缩等手段就能达到论证的

目标，从而问题得以快速解决．上面两种解法需要

较高的数学素养，给学生带来震撼，是去除模式化

的好素材．特别是“证法一”关注了，(z)一(1一z

+z2)整体的正负．还有什么时候要关注多项式或

函数值整体的正负呢?

例2(2016全国I卷理改编)

证明：一÷<口<o时，，(z)一(z一2)e。+

口(z一1)2在R上至多一个零点．

解法一

厂7(z)一(z一1)e。+2口(z一1)一(z一1)(e2+2以)．

若一÷<口<o，则ln(一2口)<1ne一1，

(一∞，
Z ln(一2n) (1n(一2口)，1) 1 (1，+o。)
ln(一2口))

／(上) + O O +

，(z) ≯ 极大值 ～ 极小值 ≯

而极大值，(1n(一2n))一一2口[1n(一2n)一2]+

口[1n(一2n)一1]2一口{[1n(一2口)一2]2+1}<o．

故当z≤1时，厂(z)在z—ln(一2口)处取到最大值

厂(1n(一2口))，且，(z)≤厂(1n(一2n))<0恒成

立，即此时厂(z)一O无解．

而当z>1时，，(z)单调递增，至多一个零点．

综上，厂(z)在R上至多一个零点，符合题意．

解法二

因为一詈<口<o，所以当z≤1时，

，(z)一(z一2)e。+n(z一1)2<0，

而／(z)=(z一1)r+2n(z一1)一(z—1)(r+2口)．

则．厂7(z)>0在(1，+。。)上恒成立，

，(z)单调递增，至多一个零点．

综上，．厂(z)在R上至多一个零点，符合题意．

点评 函数最值或极值的正负某种程度决定

该函数有无零点问题，这是零点问题的一个基本

认识．解法一就是依据这个认识．但极值的正负不

好判断，有时需要一定的技巧．更朴素的一个道理

是：“函数在某区间上恒正或恒负，则函数在此区

间上无零点”．若知道函数在某区间上恒正或恒

负，就无需关注它在此区间上的单调性情况，更不

用关注极值的正负，所以解法二是站在整体的角

度看问题，解法当然更加简洁．在教学时，我们可

以采取这种对比教学，既落实基本解法，又培养学

生观察、整合、创新的意识，使学生对问题本质有

更深刻的思考．

2关注原有函数的零点。确立解题方向

零点是函数的一个重要性质，它与函数值的

正负、单调区间、极值等有密切关系．

例3(2012年辽宁文节选)设厂(z)一l眦+√z—l，

证明：当1<z<3时，，(z)<掣．
分析 令F(z)一，(z)～掣，只需证

F(z)<O，而F(1)一0，如果z∈(1，3)时，F(z)为

减函数，则F(z)<o，我们可以朝着这个方向试

一试．

证明设F(z)=厂(z)一掣．
舭‰)=丢+去一斋z 2√z Lz十b)。

9土型!：堂一!垒／：!!一坠：=一一一f一一一2z (z+5)2、 2z (z+5)2

z+5 54 (z+5)3—216z
4z (z+5)2 4z(z+5)2

’

令G(z)=(z+5)3—216z (1<z<3)，

万方数据
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则z∈(1，3)，G7(z)一3(z+5)2—216<O．

故G(z)在(1，3)上为减函数，

所以G(z)<G(1)=O．

即F7(z)<0在z∈(1，3)上恒成立，

故F(z)在(1，3)上为减函数．

所以F(z)<F(1)=0，

所以当z∈(1，3)时，厂(z)<掣．
点评其实还可以去分母后，再构造函数，但

不管怎样构造函数，看到了零点，就找到了解题方

向，要培养学生观察零点的意识，有的函数零点可

以直接看出，有时需要我们去估算原有函数或导

数的零点，一般是函数的单调性与零点存在性定

理相结合．

例4(2010全国大纲节选)已知口≥0，当z≥O

时，1一e一≤击，求口的取值范围．
分析 若直接构造函数g(z)一1一e1一

五备，去研究g(z)在(o，+∞)上的最大值，由
于导数很复杂，我们很难研究．若注意到已知

口≥0，z≥O，就知道口z+1>o，进而不等式转化为

(口z+1)(eI一1)一zeI≤0，构造^(z)一(口z+1)·

(e2—1)一ze。，导数相对简洁一些．往下该如何分

析呢?是用^(z)导数研究|iz(z)的最大值吗?而

^7(z)一e2[(口一1)z+口]～n很复杂，又该如何分

类讨论呢?如果注意到^(o)一o，那么此函数在

z=o附近必单调递减，又注意到矗7(o)一o，从而

^7(z)在z=o附近也必单调递减，故∥(o)≤o，

即日∈[o，÷]，进而可以做如下解答．

解 口≥o时，厂(z)≤—备可转化为
口Z 1_1

(口z+1)(e2—1)一ze。≤0，

设^(z)=(口z+1)(e。一1)一ze。，则^(O)一0．

因为^7(z)=r[(口一1)z+n]一口，^7(o)=o，

则∥(z)一e。[(口一1)z+2口一1]．

当o≤口≤妻，z∈(o，+o。)时，∥(z)<o，

所以^7(z)在(o，+∞)单调递减，

故^7(z)<^7(O)一0，

所以^(z)在(o，+。。)单调递减，

故矗(z)<，L(0)一O，

所以o≤口≤÷符合题意．

当号<口<1，z∈(o，篱)时∥(z)>o，
所以^，(z)在fo，孥兰1单调递增，

故矗7(z)>^7(o)一o，所以^(z)在fo，孥土1单
调递增，故^(z)>矗(O)一0，

所以寺<n<1不符合题意．

当口≥1，z∈(0，+o。)时，∥(z)>o，

所以^7(z)在(0，+∞)单调递增，

故^7(z)>^7(O)一0，

所以五(z)在(O，+∞)单调递增，

故^(z)>^(o)一o，所以n≥l不符合题意．

综上，口∈l o，寺1．

点评 函数零点看似只是函数的一个局部性

质，其实零点影响着函数的其它性质，比如函数只

有一个变号零点，就知道函数在零点两侧一定异

号，对我们解不等式就有很大帮助．关注函数的零

点，当然也包括观察导函数的零点．本题这种寻求

使命题成立的充分条件，再证明其是必要条件的

解题策略在解决压轴题中很常用．在解导数压轴

题过程中，也有先寻求使命题成立的必要条件，这

样会缩小参数的取值范围，一般会减少分类讨论，

再证明其是充分条件．此种解题策略不再举例，请

读者自己体会．

例5 已知函数，(z)一e。+(n—e)z一口z2，

若函数，(z)在区间(o，1)内存在零点，求实数口

的取值范围．

解 由厂(z)=e2+(口一e)z一口z2可知，

厂(O)一1，，(1)一O．

若函数，(z)在区间(0，1)内存在零点，

则厂(z)=e2一ez+口(z—z2)≤O在区间(O，1)上

有解．

设^(z)一e2一ez z∈(0，1)．

^7(z)一e2一e<O，

故^(z)在区间(o，1)上单调递减．

所以^(z)>^(1)=0．

(1)口≥O时，因为z∈(0，1)，以(z—z2)≥o，

又e2一ez>O，所以．厂(z)>0

万方数据
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故此时，(z)≤O在区间(0，1)上无解．

(2)口<o时，广(z)=r一2口>o，

则／(z)一e。一e+口(1—2z)在区间(o，1)上单调

递增．

又／(o)一1一e+口<o，厂7(1)一一口>o，

故存在z。∈(o，1)，使得／(z。)=o．

于是z∈(o，zo)时，／(z)<o且z∈(zo，1)时，

／(z)>o．

所以厂(z)区间(z。，1)上单调递增，

所以厂(z。)<厂(1)=0．

所以，(z)=e2一ez+口(z—z2)≤0在区间(0，1)

上有解，口<0符合题意．

综上，口的取值范围为(一oo，0)．

点评 根据题目情境先观察出边界值

，(o)=1，，(1)=o，根据存在零点存在定理，函数

值必然存在小于等于零的值，这也是对零点问题

的最朴素认识．有了这种认识，问题得以转化为不

等式有解问题．不等式有解问题一定要关注函数

值的正负，而关注函数值的正负，就找到了分类讨

论的分界点，正是由于关注了原有函数的一些性

质，问题才得到了完美解答．

3关注原有函数的奇偶性，降解问题难度

例6 已知函数，(z)=口cosz+zsinz，z∈

I一号，号l，讨论厂(z)的零点个数．
L - o J

解 易证厂(z)=口cosz+zsinz为偶函数．

(1)当口>o时，因为，(z)=口cosz+zsinz>O，

z∈I一号，詈l恒成立，所以，(z)没有零点．
(2)当口=0时，厂(z)=zsinz，令，(z)=zsinz=

o，由z∈[一号，号]，得z20，所以厂(z)有且只
有一个零点．

(3)当口<吣∈(o，号)时，
／(z)一一口sinz+sinz+zcosz

一(1一口)sinz+zcosz>0，

所以，(z)是l o，号I上的增函数．
L _一

因为厂(o)-口<o，，(号)。詈>o，

所以，(z)在(o，号)上只有一个零点．

由，(z)是偶函数可知，厂(z)有两个零点．

综上，当口>0时，，(z)的零点个数为0；当口=0

时，厂(z)的零点个数为1；当口<0时，厂(z)的零点

个数为2．

点评本题不但关注了原有函数的正负，更

关注了函数的奇偶性．奇偶性是一种对称性，知道

自变量在原点的一侧取值时的性质，就知道另一

侧的性质．如果函数有奇偶性，我们可以将自变量

取值范围缩小一半，这样有助于研究导数的正负．

4关注原有函数的边界状态。开阔解题视野

这里我所说的函数的边界状态可以理解为函

数在定义域边界的函数值或极限．

例7(2008年辽宁理节选)设函数厂(z)=

兰兰一lnz+ln(z+1)．是否存在实数口，使得关

于z的不等式厂(z)≥n的解集为(0，+∞)?若

存在，求口的取值范围；若不存在，试说明理由．

分析我们很难直接解出不等式，(z)≥口，

那么应该怎样处理?我们可以尝试观察，(z)的

函数值情况，将函数，(z)整理变形后，可以看出

厂(z)>0在定义域(0，+∞)上恒成立，因此若

口≤0，，(z)≥口的解集就为，(z)的定义域为

(0，+∞)．若口>0，又z一+∞，厂(z)一o，说明对

于给定的正数口，当z取较大值时，(z)≥口不成

立，我们可以用特例加以说明．

解厂(z)的定义域为(O，+。。)．

因为厂(z)=#等一lnz+ln(z+1)
：丛丛尘掣单型尘l幽>o．

1 TZ

所以口≤O时，

不等式，(z)≥口的解集为(o，+o。)．

口>O时，易证z>2时，e。>z2(证明略)．

，(e”)一南+ln(1+古)，咒∈N’
因为n>2且九>詈时，F％<；<参2寺<号，n l十e” e” n。 咒 Z

又因为">一ln(e号一1)，ln(1+古)<号，
所以当，l>2且n>三且n>一ln(e号一1)时，

厂(e”)2F％+ln(1+古)<号+号2口，
(下转封底)

万方数据
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图1

(四川省巴中市巴州区大和初中 李发勇

636031)

2514 已知口，6，(，≥O，n+6+(‘一4，“2十62+f2

6，求证：器≤以6c≤2．
(四川省成都华西中学 彭艳玲 张云华

610051)

2515 已知△ABC

边上的点D，若

△ABD和△ADC的

内切圆相等，则把线

段AD叫做△ABC的

一条等圆线．如图， 。

④0。、④0。分别内切
J D K C

△ABD、△ADC．设△ABC的三条等圆线为AD、

BE、CF，么A、么B、么C所对的边分别为a、6、c，

0。0：一d。，类似地定义：0。()，一d。，0。0。一d。、．求

证：d^+dB+d。，≤半(万一1)．
(江西省高安市石脑二中 王典辉330818)

(上接第45页)

不符题意．

综上，倪的取值范围为(一D。．o]．

点评本题是以极限为背景命制的，其实是

考查函数值的取值情况．如何研究函数值的取值

情况呢?一般通过研究函数的单调性等性质来确

定值域，但本题的导数十分复杂，很难找到原有函

数的单调区间，若我们关注了原有函数值的正负，

关注了函数边界的极限，我们就知道厂(z)的值域

一定为(o，M]．当然本题z—o+，厂(z)一o，因此

第(2)类情况也可以取较小的正数进行论证．如何

说明n>o时，厂(z)≥以的解集不是(o，+。。)，需

要对极限概念有较深刻的认识．

教学要突出数学本质，函数问题的核心就是

函数性质的研究与应用．根据问题情境．我们应培

养学生有意识地关注原有函数的定义域、奇偶性、

函数值的正负、零点、函数的边界状态等性质，问

题很可能就找到了突破口，也会使得问题更简洁

更方便的解决．导数压轴问题多出在证明不等式、

解不等式、恒成立或有解问题中的求参数取值范

围、以及零点问题等．我们需要归类，找到一般解

题思路，但我们更应关注原有函数的结构、性质，

而不是一概求导解决．要突出导数的思想、工具作

用，更要站在函数整体的高度认识函数问题，这是

一种意识，学生一旦形成了这种意识，就会做到在

一般方法与特殊策略之间灵活转化，在更高的层

面去认识问题、理解问题、解决问题．这样必会有

利于帮助和引导学生对数学知识本质的理解，提

升学生综合创新能力，促进学生数学核心素养的

形成和发展．
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