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2021 年上海市夏季高考数学试卷 

一、填空题（本大题共 12 题，满分 54 分，第 1～6 题每题 4 分，第 7～12 题每题 5 分） 

1、已知 1 21 i, 2 3iz z    （其中 i 为虚数单位），则 1 2z z           ． 

2、已知    2 1 , 1,0,1 ,A x x B    则 A B           

3、若 2 2 2 4 0x y x y    ,则圆心坐标为             

4、如图边长为 3 的正方形 ,ABCD 则
 
AB AC          

5、已知
3

( ) 2,f x
x

  则 1(1)f            

6.已知二项式  5
x a 的展开式中， 2x 的系数为80 ，则 a  ________． 

7、已知













083

022

3

yx

yx

x

,目标函数 yxz  ，则 z 的最大值为               

8、已知无穷递缩等比数列 1 23, ,n na b a   na 的各项和为 9, 则数列 nb 的各项和为         

9、在圆柱底面半径为1,高为 2 , AB 为上底底面的直径,点C 是下底底面圆弧上的一个动点，点C 绕

着下底底面旋转一周，则 ABC 面积的范围         

10.甲、乙两人在花博会的 A、B、C、D 不同展馆中各选 2 个去参观，则两人选择中恰有一个馆相同

的概率为________． 

11、已知抛物线 2 2 ( 0)y px p  ,若第一象限的点 、A B 在抛物线上，抛物线焦点为 ,F  

2, 4, 3,AF BF AB   则直线 AB 的斜率为         

12.已知 *( 1,2, 9)ia i  N ，且对任意  * 2 8k k  N 都有 1 1k ka a   或 1 1k ka a   中有且仅

有一个成立， 1 6a  ， 9 9a  ，则 91a a  的最小值为________． 

二、选择题（本大题共有 4 题，每题 5 分，满分 20 分） 

13、以下哪个函数既是奇函数，又是减函数（     ） 

A. ( ) 3f x x        B. 3( )f x x        C. 3( ) logxf x          D. ( ) 3xf x   

14、已知参数方程
3

2

3 4
( [ 1,1])

2 1

x t t
t

y t t

    
  

,以下哪个图像是该方程的图像 （     ） 

 

 

 

 

 

 

 

15.已知   3sin 2f x x  ，对于任意的 2 0,
2

x
    

，都存在 1 0,
2

x
    

，使得 

   1 2+2 3f x f x   成立，则下列选项中， 可能的值是（  ） 

.A
3

5


     .B

4

5


    .C

6

5


    .D

7

5



 
16、已知两两不同的 31 2 31 2, , , ,,x y x y x y 满足 1 1 2 2 3 3x y x y x y     ， 
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且 1 1x y ， 2 2x y ， 3 3x y ， 31 1 2 23 02x y x y x y  ，则下列选项中恒成立的是（   ） 

.A 2 1 32x x x     .B 2 1 32x x x      .C 2
2 1 3x x x      .D 2

2 1 3x x x  

三、解答题（本大题共有 5 题，满分 14+14+14+16+18=76 分,解答下列各题必须写出必要的步骤) 

17、如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 12, 3AB BC AA    

（1)若 P 是边 1 1A D 的动点，求三棱锥 P ADC 的体积； 

（2)求 1AB 与平面 1 1ACC A 所成的角的大小. 

18、在Δ ABC 中，已知 3, 2a b c   

（1)若
2

,
3

A


  求Δ ABC 的面积；（2)若 2sinB sinC 1  ,求Δ ABC

的周长. 

19.已知某企业今年（2021 年）第一季度的营业额为1.1亿元，以后每个季度（一年有四个季度）营

业额都比前一季度多 0.05 亿元，该企业第一季度是利润为 0.16 亿元，以后每一季度的利润都比前一

季度增长 4% .  

（1）求 2021 第一季度起 20 季度的营业额总和； 

（2）问哪一年哪个季度的利润首次超过该季度营业额的18% ？ 

20、已知
2

2
1 2: 1,

2
、

x
y F F   是其左右焦点， ( ,0)( 2)P m m   ,直线 l 过点 P 交 于 、A B 两点，

且 A在线段 BP 上. 

（1)若 B 是上顶点， 1 1 ,
 
BF PF 求 m 的值； 

（2)若 1 2

1
,

3

 
F A F A  且原点O 到直线 l 的距离为 4 15

15
，求直线 l 的方程； 

（3)证明：证明：对于任意 2,m   总存在唯一一条直线使得 1 2/ /
 
F A F B . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21、如果对任意 1 2, x x  使得 1 2x x S  都有 1 2( ) ( )f x f x S  ,则称 ( )f x 是 S 关联的. 

（1)判断并证明 ( ) 2 1f x x  是否是[0, ) 关联？是否是[0,1]关联？ 

（2) ( )f x 是 3 关联的，在[0,3) 上有 2( ) 2f x x x  ,解不等式 2 ( ) 3f x  ； 

（3)“ ( )f x 是 1 关联的，且是[0, ) 关联”当且仅当“ ( )f x 是[1,2] 关联的”． 
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2021 年上海市夏季高考数学试卷 

参考答案与试题解析 
一、填空题（本大题共 12 题，满分 54 分，第 1～6 题每题 4 分，第 7～12 题每题 5 分） 

1.已知 1 21 i, 2 3iz z    （其中 i 为虚数单位），则 1 2z z           ． 

【思路分析】复数实部和虚部分别相加 

【解析】： 1 2 3 4z z i    
【归纳总结】本题主要考查了复数的加法运算，属于基础题． 

2、已知    2 1 , 1,0,1 ,A x x B    则 A B           

【思路分析】求出集合 A，再求出 A B   

【解析】：   1
2 1

2
A x x x x

 
    

 
，所以  1,0A B    

【归纳总结】本题主要考查了集合的交集运算，属于基础题． 

3、若 2 2 2 4 0x y x y    ,则圆心坐标为                

【思路分析】将圆一般方程化为标准方程，直接读取圆心坐标 

【解析】： 2 2 2 4 0x y x y    可以化为 2 21 2 5x y   （ ） （ ） 所以圆心为 (1,2)  

【归纳总结】本题主要考查了圆的方程，属于基础题． 

4、如图边长为 3 的正方形 ,ABCD 则
 
AB AC                      

【思路分析】利用向量投影转化到边上. 

【解析】方法一：
2

=9
  
AB AC AB   

方法二：由已知 | | 3AB 


， | | 3 2AC 


， ,
4

AC AB


 
 

， 

则
2

3 3 2 9
2

AB AC    
 

； 

【归纳总结】本题考查了平面向量的数量积的定义、正方形的几何性质；基础题； 

5、已知
3

( ) 2,f x
x

  则 1(1)f                         

【思路分析】利用反函数定义求解. 

【解析】由题意，得原函数的定义域为： ( , 0) (0 , )  ，结合反函数的定义，得
3

1 2
x

  ， 

解得 3x   ，所以， 1(1) 3f    ； 

【归纳总结】本题主要考查了反函数的定义的应用，属于基础题． 

6.已知二项式  5
x a 的展开式中， 2x 的系数为80 ，则 a  ________． 

【思路分析】利用二项式展开式通项公式求解. 

【解析】 5 3 3
1 5 53, 80, 2r r r

rT C a x r C a a
       

【归纳总结】本题考查了二项式定理的通项公式、组合数公式与指数

幂运算；基础题。 
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7、已知













083

022

3

yx

yx

x

,目标函数 yxz  ，则 z 的最大值为               

【思路分析】作出不等式表示的平面区域，根据 z 的几何意义求最值. 

【解析】如图，可行域的三个顶点为： (3 , 4) 、 (2 , 2) ， (3 , 1) ， 

结合直线方程与 z 的几何意义，得 3x  ， 1y   ，则 =4z
最大值 ； 

当 4,1,3 max  zyx  

【归纳总结】本题主要考查线性规划的规范、准确作图与直线方程中“参数”的几何意义与数形结

合思想； 

8、已知无穷递缩等比数列 1 23, ,n na b a   na 的各项和为 9, 则数列 nb 的各项和为         

【思路分析】利用无穷递缩等比数列求和公式建立方程求出公比，再得到 nb 通项公式，根据特点求

和. 

【解析】 1 3 2
9

1 1 3

a
S q

q q
    

  ， 

2 1 2 1 1
2 1 1 0

0

2 4 2 18
3 ( ) 2,q

43 9 1 51
9

n n
n n b

b
b a a q b S

q
            

 
 

【归纳总结】本题考查了数列的基本问题：等比数列与无穷递缩等比数列的各项和的概念与公式；

同时考查了学生的数学阅读与计算能力。 

9、在圆柱底面半径为1,高为 2 , AB 为上底底面的直径,点C 是下底底面圆弧上的一个动点，点C 绕

着下底底面旋转一周，则 ABC 面积的范围         

【思路分析】注意几何题设与几何性质选择求 ABC 面积的的方法； 

【解析】由题意，当点C 在下底底面圆弧上的运动时， ABC 的底边 2AB  ， 

所以， ABC 面积的取值与高 2 1C O 相关； 

当 2 1 1C O AC 时， 2 1C O 最大为： 2 2
2 1 1 2 5C O    ， ABC 面积的最

大值为：
1

2 5 5
2
   ； 

当 1AB BC 时， 2 1C O 最小为： 1 2BC  ， ABC 面积的最大值为：
1

2 2 2
2
   ； 

所以， ABC 面积的取值范围为：[2 , 5]； 

【归纳总结】本题主要考查了圆柱的几何性质，简单的数学建模（选择求三角形面积的方案），等

价转化思想。 

10.甲、乙两人在花博会的 A、B、C、D 不同展馆中各选 2 个去参观，则两人选择中恰有一个馆相同

的概率为________． 

【思路分析】注意“阅读，理解”，等价为“两个”排列组合题； 

【解析】由题意 A 、 B 、C 、 D 四个不同的场馆，每人可选择的参观方法有： 2
4C 种，则甲、乙两

个人每人选 2 个场馆的参观方法有： 2 2
4 4C C 种； 

由此，甲、乙两人恰好参观同一个场馆的参观方法有： 1 1 1
4 3 2C C C  种； 

（或等价方法 1：甲、乙两人恰好参观同一个场馆的参观方法有： 1 2
4 3C P 种）； 

（或等价方法 2【补集法】：甲、乙两人参观两个不同一个场馆的参观方法有： 2 2
4 2C C 种； 
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甲、乙两人参观两个相同场馆的参观方法有： 2
4C 种； 

所以，甲、乙两人恰好参观同一个场馆的参观方法有： 2 2 2
4 2 41 C C C   种）； 

所以，甲、乙两人恰好参观同一个场馆的概率为：
1 1 1
4 3 2

2 2
4 4

24 2

36 3

C C C
p

C C


  

 ； 

【归纳总结】本题主要考查考生的“数学阅读理解”，然后将古典概型问题等价转化为：两个排列、

组合题解之；有点“区分度”； 

11、已知抛物线 2 2 ( 0)y px p  ,若第一象限的点 、A B 在抛物线上，抛物线焦点为 ,F  

2, 4, 3,AF BF AB   则直线 AB 的斜率为         

【思路分析】注意理解与应用抛物线的定义以及直线斜率公式的特征； 

【解析】方法一：如图，设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y ，再由抛物线的定义结合题

设得 1| | 2
2

p
AF x   ， 2| | 4

2

p
BF x   ，则 2 1 2x x  ， 

又 2 2
2 1 2 1| | ( ) ( ) 3AB x x y y     ，解得 2 1 5y y  ， 

则直线 AB 的斜率为： 2 1

2 1

5

2

y y

x x





； 

方法二：过 A 、 B 分别向准线引垂线，垂足为 1A 、 1B ， 

直线 AB 与 x 轴的交点为 P ， 

由抛物线定义，得 1 2AA  ， 1 4BB  ， 1AH BB 于 H ， 

则 1 1 1 1 2BN BB HB BB AA     ，又由已知 | | 3AB  ，则 | | 5AH  ， 

结合平面几何中，“内错角相等”，所以，直线 AB 的斜率为：
5

tan tan
2

BPF ABH    ) 

方法三：：结合本题是填充题的特点，数形结合并利用“二级结论”，弦长公式 2
2 11 | | 3k x x   ， 

即 21 2 3k   ，解得
5

2
k   ，结合题设与图像 0k  ，所以

5

2
k  ） 

【归纳总结】本题主要考查直线与圆锥曲线的位置关系，属于解析几何的基本计算，甚至都不需要

利用几何关系。定义、弦长、斜率都是解析几何的基本概念与公式；而用好抛物线的定义、数形结

合与平面几何的性质，则可减少计算量； 考查了学生直观想象核心素养，通过几何意义容易求出斜

率来； 

12.已知 *( 1,2, 9)ia i  N ，且对任意  * 2 8k k  N 都有 1 1k ka a   或 1 1k ka a   中有且仅

有一个成立， 1 6a  ， 9 9a  ，则 91a a  的最小值为________． 

【思路分析】注意阅读与等价转化题设中的递推关系； 

【答案】31； 

【解析】方法一：由题设，知： 1ia  ； 

2 1 1a a  或 2 3 1a a  中恰有一个成立； 

3 2 1a a  或 3 4 1a a  中恰有一个成立；  

… 

8 7 1a a  或 8 9 1a a  中恰有一个成立；   

则① 2 1 1 7a a   ， 3 4 1a a  ， 5 6 1a a  ， 7 8 1a a  ， 

则 1 2 9a a a     3 5 725 2(a a a    ），当 3 5 7a a a  =1时， 1 2 9a a a     的和为最小值为：

H
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31； 

② 2 3 1a a  ， 4 5 1a a  ， 6 7 1a a  ， 8 9 1a a  ， 

则 1 2 9a a a     4 6 826 2(a a a    ），当 4 6 8a a a  =1时， 1 2 9a a a     的和为最小值为：

32； 

因此， 1 2 9a a a     的最小值为：31）； 

方法二：： 2 1 1a a  或 2 3 1a a  中恰有一个成立；等价为： 2 1 1a a  或 3 2 1a a  中恰有一个

成立； 

3 2 1a a  或 3 4 1a a  中恰有一个成立；等价为： 3 2 1a a  或 4 3 1a a  中恰有一个成立； 

… 

8 7 1a a  或 8 9 1a a  中恰有一个成立；等价为： 3 2 1a a  或 9 8 1a a  中恰有一个成立； 

又要求 1 2 9a a a     的和为最小，所以，希望尽量出现 1 和 2， 

则有数列：6，1，2，1，2，1，2，8，9 或 6，7，1，2，1，2，1，2，9； 

因此， 1 2 9a a a     的最小值为：31；） 

方法三：：设 1k k kb a a  ， kb 或 1kb  恰好只有一个为 1；  
①

1 3 5 7 1,b b b b    1 2 3 4 3 5 6 5 7 8 76, 7, 1, 1 2, 1, 1 2, 1, 1 2,a a a a a a a a a a a               

1 2 3 4 5 6 7 8 9 6 7 1 2 1 2 1 2 9 31a a a a a a a a a                    

② 2 4 6 8 1,b b b b     

8 2 3 2 4 5 4 7 7 68, 1, 1 2, 1, 1 2, 1, 1 2,a a a a a a a a a a              

1 2 3 4 5 6 7 8 9 6 1 2 1 2 1 2 8 9 32a a a a a a a a a                    
1 2 9a a a    的最小值为31） 

方法四：：由题设，知： 1ia  ；由题设，得： 

2 1

3 2

4 3

5 4

6 5

7 6

8 7

9 8

1

1

1

1

1

1

1

1

a a

a a

a a

a a

a a

a a

a a

a a

  
  

  
  
  
  

  
  

          

再结合题设，要使 1 2 9a a a     的和为最小， 

①考虑按： 1 2 9a a a     1 3 7 9 2 4 6 8( ) ( )a a a a a a a a            
3 5 7 1 3 5 76 9 ( ) ( 4)a a a a a a a          3 5 725 2( ) 25 2 3 31a a a         

当且仅当 3 5 7 1a a a   时，等号成立； 

②考虑按： 1 2 9a a a     1 3 7 9 2 4 6 8( ) ( )a a a a a a a a            
3 5 7 1 3 5 76 9 ( ) ( 4)a a a a a a a          3 5 720 2( )a a a     

2 4 620 2( 3)a a a     2 4 626 2( ) 26 2 3 32 31a a a          
当且仅当 2 4 6 1a a a   时，等号成立；） 

【归纳总结】本题的核心点在对于两个递推关系的理解与等价转化，然后，结合题设要求“和最小”；
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进行枚举或递推分析；对于考试的分析问题、解决问题能力有一定要求；主要考察了学生逻辑推理

核心素养，根据题设推理出 1，2 连续造型值最小，从而判断出整体的最小值，虽然较为简单但容易

出错； 

二、选择题（本大题共有 4 题，每题 5 分，满分 20 分） 

13、以下哪个函数既是奇函数，又是减函数（     ） 

A. ( ) 3f x x        B. 3( )f x x        C. 3( ) logxf x          D. ( ) 3xf x   

【思路分析】注意研究函数性质的方法； 

【解析】排除法：B、C、D 涉及函数都是增函数； 

【归纳总结】本题主要考查函数性质的研究方法；基础题； 

14、已知参数方程
3

2

3 4
( [ 1,1])

2 1

x t t
t

y t t

    
  

,以下哪个图像是该方程的图像 （     ） 

 

 

 

 

 

 

 

【思路分析】注意利用集合观点，根据方程研究曲线的方法； 

【解析】方法一（特值法）：令 22 1 0y t t   ，解得 1, 0 ,1t   ，代入参数方程，得 1, 0 , 1x   ， 

所以，方程对应的曲线一定过 ( 1 , 0) 、 (0 , 0) 、 (1 , 0) ，故选 B； 

方法二：在方程对应的曲线上任取一点 1 1( , )P x y ，对应的参数为： 1t ， 

由题意，得
3

1 1 1

2
1 1 1

3 4

2 1

x t t

y t t

  


 
； 

当 1t t  时，代入已知的参数方程 ，得
3

2 1 1 1

2
2 1 1 1

3( ) 4( )

2( ) 1 ( )

x t t x

y t t y

      


      
， 

所以，点 2 2 1 1( , ) ( , )Q x y x y   也在方程对应的曲线上， 

所以，方程对应的曲线关于原点成中心对称； 

取
1

2
t  ，代入参数方程，则 1x  ，

3

2
y  ，即点

3
(1, )

2
R 在曲线上； ） 

验证点
3

(1 , )
2

S  、
3

( 1 , )
2

T  都不在曲线上； 

因为，当 33 4 1x t t   时， 1t   或
1

2
t  ， 

      当 2 3
2 1

2
y t t    时， 

1

2
t   或

3

2
t   ，所以，点

3
(1 , )

2
S  不在方程对应的曲

线上； 

故，方程对应的曲线不关于 x 轴成对称； 

因为，当 33 4 1x t t    时， 1t  或
1

2
t   ， 
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      当 2 3
2 1

2
y t t   时， 

1

2
t  或

3

2
t  ，所以，点

3
( 1 , )

2
T  不在方程对应的曲线上； 

故，方程对应的曲线不关于 y 轴成对称；故选 B； 

【归纳总结】本题主要通过参数方程这个载体，考查了根据方程研究曲线的方法与过程；方法 1：

结合选择题的特点，使用了“特值法”；方法 2：从参数方程视角实践根据方程研究曲线。 

15.已知   3sin 2f x x  ，对于任意的 2 0,
2

x
    

，都存在 1 0,
2

x
    

，使得 

   1 2+2 3f x f x   成立，则下列选项中， 可能的值是（  ） 

.A
3

5


     .B

4

5


    .C

6

5


    .D

7

5



 
【思路分析】注意仔细审题，关注关键词“任意的”、“都存在”； 

【解析】方法一：由题设 1 2( ) 2 ( ) 3f x f x    ，变形得 1 2( ) 3 2 ( )f x f x    ， 

又由题设“ ( ) 3sin 2f x x  对任意的 1 [0 , ]
2

x


 ，都存在 2 [0 , ]
2

x


 使得 1 2( )+2 ( )=3f x f x  成

立”， 

若设函数 ( ) 3sin 2f x x  对任意的 1 [0 , ]
2

x


 的值域为 A ， 

设函数 2 23 2 ( ) 1 6sin( )y f x x        ， 2 [0 , ]
2

x


 的值域为 B ，则 A B ，  

又 因 为 1( ) [2 , 5]f x   ； 而 2 23 2 ( ) 1 6sin( )y f x x        ， 当
7

=
5

 时 ，

2

7 19
[ , ]

5 10
x

    ， 

2 2

19
3 2 ( ) 1 6sin( ) [1 6sin , 5]

10
y f x x

          ，而
19

1 6sin 0.85 2
10


   符合题意；  

方法二：由题意，得 1 23sin 2 2[3 ( ) 2] 3x sin x      ，解得 1
2

sin 1
( )

2

x
sin x   

  ， 

又对于任意的 1 [0 , ]
2

x


 时， 1
2

sin 1 1
( ) [ 1 , ]

2 2

x
sin x   

     ， 

原问题，等价为：当 2 [0 , ]
2

x


 时，即 2 [ , ]
2

x
     时， 2( )sin x  取遍

1
[ 1 , ]

2
  能所有

的数； 

所以，一定存在整数 k ， 

使得：
7 3

[2 , 2 ] [ , ]
6 2 2

k k
         或者

3 11
[2 , 2 ] [ , ]

2 6 2
k k

         ， 

解得
6 7

[2 , 2 ]
6 6

k k
      或者

8 9
[2 , 2 ]

6 6
k k

      ，所以选 D；） 

方法三： 1 1 2 2 1 2( ) 3sin 2,2 ( + ) 6sin + 4, ( )+2 ( + )=3（ ）f x x f x x f x f x       

1 2 1 2

1
sin 2sin( ) 1,sin [0,1],sin( ) [ 1, ]

2
x x x x           

7 4 3
[2 ,2 ] [2 ,2 ],k z

6 3 2
或k k k k

              
 

1 2 2

6 19 59
, 0, [0,2 ] 2 , [0, ],

5 30 30 2
上有 解， 舍去x x x

          的可能值是
7

5
，


选 D
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【归纳总结】本题本质就是求三角函数的值域，通过关键词“任意”、“存在”与方程，构建了以

集合间关系为解题的“切入点”，同时考查了：函数与方程、数形结合、等价转化思想；主要考查

了学生数学抽象核心素养，通过整体代入法解决三角函数问题。 

16、已知两两不同的 31 2 31 2, , , ,,x y x y x y 满足 1 1 2 2 3 3x y x y x y     ， 

且 1 1x y ， 2 2x y ， 3 3x y ， 31 1 2 23 02x y x y x y  ，则下列选项中恒成立的是（   ） 

.A 2 1 32x x x     .B 2 1 32x x x      .C 2
2 1 3x x x      .D 2

2 1 3x x x  

【思路分析】注意通过审题与理解，进行合理的转化 

【解析】方法一： 0,2

0,,

0,,

0,,
22222

33

22

11














bsbca

ccsycsx

bbsybsx

aasyasx

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2( ) ( ) 2 2( ) 4a c a c a c a c ac a c b          

1 3 2, , 0 2 2a b c a c b x x x        
方法二：举特例去选择， 1 1 2 2 3 34, 5, 2, 7, 1, 8,x y x y x y      代入 

方法三：令 1 1 2 2 3 3 2x y x y x y a      ，则由已知 1 2 3, ,x a x a x a   ， 

又由 1 1 3 3 2 2(2 ) (2 ) 2 (2 )x a x x a x x a x     （*），构造函数 ( ) (2 )f x x a x  ， 

（*） 即为 1 3 2( ) ( ) 2 ( )f x f x f x  ，结合函数图像， 

1 3 1 3
2

( ) ( )
( ) ( )

2 2

x x f x f x
f f x

 
  ，又函数在 ( , )a 递增，所以 1 3

22

x x
x


 ） 

【归纳总结】本题主要考察了考学生数学数据处理与数学建模核心素养，通过换元、引入参数或根

据条件结构转化为二次函数问题，再通过函数的凹凸性确定出答案，难度较大； 

三、解答题（本大题共有 5 题，满分 76 分,解答下列各题必须写出必要的步骤) 

17、如图，在长方体 1 1 1 1ABCD A B C D 中， 12, 3AB BC AA    

（1)若 P 是边 1 1A D 的动点，求三棱锥 P ADC 的体积；（2)求 1AB 与平面 1 1ACC A 所成的角的大小. 

【思路分析】（1)利用体积计算公式计算；（2）证明 1 1 1OB ACC A平面 ，找到线面角度，再计算 

【解析】（1)如图 1，
1 1 1

2 2 3 2
3 3 2P ADC ADCV S h         ； 

（2）如图 2， 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, 平面OB AC OB OO OB ACC A B AO       1为AB 与平面 1 1ACC A  

所成的角；在 1 1Rt B AO 中 1 1
1 1 1

1

2 26 26
2,AB 13,sin , sin

AB 13 1313

B O
B O arc        

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1                            图 2 

【归纳总结】本题考查棱锥的体积、线面角的求法，理解线面角的定义，考查学生的空间立体感、

逻辑推理能力和运算能力，属于基础题． 
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18、在Δ ABC 中，已知 3, 2a b c   

（1)若
2

,
3

A


  求Δ ABC 的面积；（2)若 2sinB sinC 1  ,求Δ ABC 的周长. 

【思路分析】（1）由已知利用余弦定理即可求解 b c， 的值；再利用面积公式求Δ ABC 的面积． 

（2）根据 2b c 与 2sinB sinC 1  建立关于角度的三角方程，求解 sin ,sinC B 的值，在求 sin A ，

则根据正弦定理以及 3a  ，则三边可求． 

【解析】（1)
2 2 2 2 2 2(2 ) 3 1 3 7 6 7

cosA ,
2 2 (2 ) 2 7 7

b c a c c
c b

bc c c

   
      


； 

2 21 1 2 1 3 7 3 9 3
sin 2 sin 2 ( )

2 2 3 2 7 2 14ABCS bc A c


           

（2）
1 2

2 sin 2sinC 2 2sinC sinC 1 sin ,sin
3 3

b c B C B           

4 2 5
sin sin(B ) sinBcosC cosBsinC

9 9
A C     

 
sinC 4 2 5

, +3 3 4 2 5
sin 3

三角形周长
a

c l a b c a c
A


         

 
【归纳总结】本题主要考查了正弦定理，余弦定理，两角差的余弦公式在解三角形中的应用，考查

了计算能力和转化思想，属于中档题． 

19.已知某企业今年（2021 年）第一季度的营业额为1.1亿元，以后每个季度（一年有四个季度）营

业额都比前一季度多 0.05 亿元，该企业第一季度是利润为 0.16 亿元，以后每一季度的利润都比前一

季度增长 4% .  

（1）求 2021 第一季度起 20 季度的营业额总和； 

（2）问哪一年哪个季度的利润首次超过该季度营业额的18% ？ 

【思路分析】（1）根据每个季度比上个季度营业额增加 0.05 亿元可以知道数列为一个等差数列，

求解 20 季度营业收入总额为即为等差数列前 20 项的和；（2）通过数列通项公式建立数列不等式，

利用计算器计算求解不等式即可。 

【解析】（1）设 na 为第 n 季度的营业额， nb 为利润，由题意得， na 的首项为1.1亿元， 

公差为 0.05 亿元,所以 2021 到 2025 年， 

20 季度营业收入总额为： 20 1

20 19
20 31.5

2
S a d


    （亿元） 

（2）由已知得， 1 ( 1) 1.1 0.5( 1)na a n d n        

由已知的， nb 的首项为 0.16 亿元，公比为1.04 ,即
1 1

1 0.16 1.04n
n

nb b q        

所以 18%n na b  ，利用计算器 991 可得， min 26n    

所以 2027 年第二季度该公司的利润首次超过该季度营业收入的18%  

【归纳总结】本题主要考查了等差、比数列的通项公式与前 n 项和公式的应用，考查了阅读理解能

力、计算能力，属于中档题． 

20、已知
2

2
1 2: 1,

2
、

x
y F F   是其左右焦点， ( ,0)( 2)P m m   ,直线 l 过

点 P 交 于 、A B 两点，且 A在线段 BP 上. 

（1)若 B 是上顶点， 1 1 ,
 
BF PF 求 m 的值； 
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（2)若 1 2

1
,

3

 
F A F A  且原点O 到直线 l 的距离为

4 15

15
，求直线 l 的方程； 

（3)证明：对于任意 2,m   总存在唯一一条直线使得 1 2/ /
 
F A F B . 

【思路分析】（1）根据椭圆的定义以及 1 1BF PF
 

建立关于 m 的方程；（2）通过原点O 到直线 l

的距离建立关于直线斜率的方程，求解斜率；（3）找到直线斜率与 m 的函数关系，结合函数关系

式判断 2m   是否是唯一解使得 1 2/ /
 
F A F B ； 

【解析】（1)
2

2
1 2 1 1: 1, 1,0 2, 1

2
(-1,0)、 （ ），

x
y F F BF PF m       ； 

1 1 , 1 m 2, 1 2
 
BF PF m        

（2）设 1 1 1 1 1 2 1 1( , ), ( 1, ), ( 1, ),
 

A x y F A x y F A x y    ； 

   

2 2 2 2
1 2 1 1 1 1

1 4
1, ,

3 3

 
F A F A x y x y        

2 2
1 1

2
21

1

4
,

6 63
( , )

3 3
1

2

x y
A

x
y

    
  

 

设
6 6 6

: ( ) ( 1)
3 3 3

l y k x kx k      ，原点O 到直线 l 的距离为

4 15

15
 

2

2

6 6
3 3 4 15 1

3 10 3 0 3 3
15 31

或

k

d k k k k
k



         


（ A在线段 BP 上， 3,舍去）k   

: 3 9 4 6 0l x y    

（3）设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，直线 :l x hy m   

1 2/ /F A F B
 

，则 2

1

1 1

1 1

y m m

y m m

 
 
  

， 2 1

1

1

m
y y

m


 


 

联立直线与椭圆得 

2
2 1

2

x hy m

x
y

 



 

 2 2 22 2 2 0.h y mhy m       

即
2

1 2 1 22 2

2 2
,

2 2

mh m
y y y y

h h


   

 
所 以

2
2

1 12 2

1 2 1 2
1 ,

1 2 1 2

m mh m m
y y

m h m h

           
 

代入 1 2

(2 1)

2

h n
y

h

 



，

 
2 2 2

2 22

1 ( 1) 2

1 22

m h m m

m hh

  
 

 
 

所以     2 2 2 21 2 2m h m h    ， 2 2 2 2 2 2 22 2 4m h h m h h m      

0h  2 2 2

2

1
2 4 2 4

2 4
h m h m k

m
       


， 

即对于任意 2m   ，使得 1 2/ /F A F B
 

的直线有且仅有一条； 
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【归纳总结】本题主要考查直线与椭圆的位置关系以及根与系数的关系的应用，属于难题． 

21、如果对任意 1 2, x x  使得 1 2x x S  都有 1 2( ) ( )f x f x S  ,则称 ( )f x 是 S 关联的. 

（1)判断并证明 ( ) 2 1f x x  是否是[0, ) 关联？是否是[0,1]关联？ 

（2) ( )f x 是 3 关联的，在[0,3) 上有 2( ) 2f x x x  ,解不等式 2 ( ) 3f x  ； 

（3)“ ( )f x 是 1 关联的，且是[0, ) 关联”当且仅当“ ( )f x 是[1,2] 关联的”． 

【思路分析】（1）根据“关联”定义进行判断； 

（2）根据“ ( )f x 是 3 关联”有： ( 3) ( ) 3f x f x   ；以及函数解析式作出函数图像，利用图

像解不等式； 

（3）分为充分性、必要性两个方面证明； 

【解析】 1 2 1 2 1 2 1 2(1) [0, ), ( ) ( ) (2 1) (2 1) [0, ),x x f x f x x x x x            ( ) 2 1f x x  是

[0, )  关联； 

1 2 1 2 1 2 1 2[0,1], ( ) ( ) (2 1) (2 1) 2( ) [0,2],x x f x f x x x x x          ( ) 2 1f x x  不是[0,1]关联； 
（2) 2( ) 3f x x x x   是以 3 为周期的函数，然后就是要在[2 ,3 ]x x  里面， 

可以看出只有[0,3),[3, 6) 两个周期中可以找到解,答案是[1 3,5]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（3）充分性： ( 1) ( ) 1f x f x   ，且 ( )f x 递增，所以对于 1 2x y x     

( ) 1 ( 1) ( ) ( 2) ( ) 2f x f x f y f x f x        成立。 

必要性： ( 1) ( ) 1f x f x   ， ( 2) ( 1) 1f x f x    ， ( 2) ( ) 2f x f x    

可以得到 ( 1) ( ) 1f x f x    

故对 1x y x   ，我们对 , 1x y  用[1, 2] 关联的条件得到 ( ) 1 ( 1) ( ) 1f x f y f y      

于是 ( ) ( )f x f y .对于正整数 n ， 1x n y x n      

则有 ( ) ( ) ( ) ( )f y f y n n f x n f x      .也成立. 

方法二：（1）①设  1 2 0,x x   ， 1 2 1x x  且为  0, ， 

1 2 1 2( ) ( ) 2 1 2 1f x f x x x     1 2=2( ) 2x x  且满足  0, ， ( ) 2 1f x x  是  0, 关联的. 

②设  1 2 0,1x x  ，  1 2 1 2 1 2( ) ( ) 2 1 2 1=2( ) 0, 2f x f x x x x x       ， 

故 ( ) 2 1f x x  不是 0,1 关联的. 

（2）因为 ( )f x 是 3 关联的，所以当任意的 xR 时， ( 3) ( ) 3f x f x   ， 

又  0,3x 时， 2( ) 2f x x x  ，函数图像如下图： 

易知， 1 3a   ，∴原不等式的解为 ,5a 即为 1 3,5   . 
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（3）证明： ( )f x 是 1 关联，可知对任意的 xR 有 ( 1) ( ) 1f x f x   ，  

( )f x 是 0, 关联，可知对任意的  1 2, 0,x x   有 1 2

1 2

0

( ) ( ) 0

x x

f x f x

 
  

，为不减函数； 

可以设 ( ) ( ) ( )g x f x x f x    ， 

当 1x  时， (1) ( 1) ( ) 1g f x f x    ， 

当 2x  时， (2) ( 2) ( ) ( 1) 1 ( ) 2g f x f x f x f x        ， 

因为当 x 确定时， ( )g x 是关于 x 的不减函数，所以  1 2x  ， ，    1 2g x  ，  

有 ( )f x 是 1, 2 关联. 

②当 ( )f x 是 1, 2 关联，有  1, 2x  ，∴  ( ) ( ) ( ) 1, 2g x f x x f x      ， 

当  (1) ( 1) ( ) 1, 2g f x f x    ，  (2) ( 2) ( ) 1, 2g f x f x    时， 

假设 (1)>1g ，有 ( 1) ( )>1f x f x  . ( 2) ( )> ( 1) 1 ( ) 2f x f x f x f x      ， 

又∵  (2) ( 2) ( ) 1, 2g f x f x    ，矛盾. 

故只有 (1) 1g  ，易得 (2) 2g  . 

利用 ( 1) ( ) 1f x f x   ，得 ( )f x 是 1 关联， 

依次可得 ( )g n n ， n Z ， 

即当  , 1x n n   ，有  ( ) , 1g x n n   ， 

当在 n 时，  0,x   ，    0,g x   . 

【归纳总结】本题主要考查了新定义以及函数性质的综合应用，体现了数形结合思想的应用，同时

考查了学生分析理解能力、推理能力、计算能力，属于难题． 

 


