
小专题：圆锥曲线中最值（范围）问题

主备人：孙庆杨 审核人：李峰

最值（含范围）问题是解析几何中常见的

问题之一，其基本解题方法是把所求量表示成

某个变量的函数，利用二次函数或函数单调性

求最值或范围，也可以利用基本不等式，有时

也会利用几何量的有界性确定范围.
最值问题不仅解答题中分量较大，而且客

观题中也时常出现.
求最值的思维导图如右

一、有关圆锥曲线上的点到定点（直线）距离的最值

例 1.已知 ( , )P x y 是椭圆
2 2

1
9 5
x y

  上一动点，则

(1)
2 2( 1)x y  的最大值和最小值为______和 ；(2)

4
y

x 
的取值范围是 .

变式 1：已知 F是椭圆 1
2

: 2
2

 yxC 的左焦点，P为椭圆 C上任意一点，点  3,4Q ，则 PFPQ  的最

大值为 .

变式 2：已知椭圆
2

2: 1
2
xC y  ，P为椭圆 C上任意一点，直线 l方程为 2y x  ，则点 P到直线 l的最

小值为 ，最大值为 .

二、有关三角形面积最值问题

例 2.已知椭圆
2

2: 1
4
xE y  ，点 (0, 2)A  ，过 A作直线 l交椭圆 E于 ,P Q两点，则 OPQS （O为原点）

的最大值为_________.

用参数表示该量

求 某 量 最 值

化简、换元转化为可以利用函数

单调性、二次函数、基本不等式、

导数、几何图形有界等方法求最值



变式 1：已知椭圆
2

2: 1
4
xE y  ，点 (1,0)A ，过 A作直线 l椭圆 E于 ,P Q两点，则 OPQS （O为原点）

的最大值为_________.

变式 2：已知椭圆
2

2: 1
4
xE y  ，点 (1,0)A ，过 A作椭圆的两条弦 ,CD EF ，且

1
4CD EFk k   ，则 CEDFS

的最大值为_________.

三、综合问题中最值问题

例 3 在平面直角坐标系 xOy中，椭圆
2 2

2 2: 1x yE
a b
  ( 0a b  )的离心率为

2
2

，焦距为 2．

(1)求椭圆 E 的方程；

(2) 如图，动直线
1

3:
2

l y k x  交椭圆 E 于 ,A B两点，C 是椭圆 E 上一点，直线OC的斜率为 2k ，

且
1 2

2
4

k k  ．M是线段OC延长线上一点，且 :MC AB 2 :3 ，圆M的半径为 MC ， ,OS OT

是圆M的两条切线，切点分别为 ,S T ．求 SOT 的最大值，并求取得最大值时直线 l的斜率．



1.已知点 P是抛物线 x = 1
4
y2上的一个动点，则点 P到点 A(0,2)的距离与点 P到 y轴的距离之

和的最小值为( )

A. 2 B.
 
5 C.

 
5 − 1 D.

 
5 + 1

2.斜率为 1的直线 l与椭圆
x2

4
+ y2 = 1相交于 A、B两点，则 AB 的最大值为(    )

A. 2 B. 4 5
5

C. 4 10
5

D. 8 10
5

3.设双曲线x2 − y2

3
= 1的左、右焦点分别为F1，F2.若点 P在双曲线上，且△ F1PF2为锐角三角

形，则点 P的横坐标的取值范围是 ( )

A. ( − 2,2) B. − 7
2
, 7
2

C. − 2, − 7
2

⋃
7
2
,2 D. − 7

2
, − 1 ⋃ 1, 7

2

4.已知等轴双曲线的焦距为 4，左、右焦点F1，F2在 x轴上，中心在原点，点 A的坐标为(3,1)，

P为双曲线右支上一动点，则 PF2 + |PA|的最小值为( )

A. 19 + 4 2 B. 19 + 2 2 C. D. 2

5.若直线 2y kx  与双曲线 2 2 6x y  的左支交于不同的两点，则 k取值范围是(    )

A. − 15
3
, 15

3
B. 0, 15

3

C. 1, 15
3

D. − 15
3
, − 1

6.点 P的坐标(x,y)满足方程
x2

8
+ y2

4
= 1，点 B(0,1)，则|PB|的最大值为(    )

A. 1 B. 3 C. 10 D. 2 3



7.如图，在平面直角坐标系 xOy中，椭圆
x2

a2
+ y2

b2
= 1(a > b > 0)的

离心率为
1
2
，过椭圆右焦点 F作两条互相垂直的弦 AB与 CD.当直

线 AB斜率为 0时，AB + CD = 7．

(1)求椭圆的方程；

(2)求 AB + CD的取值范围．

8.已知点 ( 2,0)A  ， (2,0)B ，动点 ( , )M x y 满足直线 AM 与 BM 的斜率之积为
1
2

 .记M 的轨迹为曲线C .

（1）求C的方程，并说明C是什么曲线；

（2）过坐标原点的直线交C于 P，Q两点，点 P在第一象限， PE x 轴，垂足为 E，连结QE并延长交

C于点G .（ⅰ）证明： PQG 是直角三角形；（ⅱ）求 PQG 面积的最大值.



答案

例 1 解析

（1） 2 2 24( 1) 2 6
9

x y x x     ， [ 3,3]x 

对称轴为
9
4

x  [ 3,3] 

9
4

x  时， min
5
4

y  ；

3x   时， max 16y 

（2）令
4
y k

x



， 2 2

( 4)

1
9 5

y k x
x y
 




 

2 2 2 2(5 9 ) 72 144 45 0k x k x k    

35 350 [ , ]
7 7

k    

变式 1：解：∵点 F为椭圆
1

2
: 2

2
 yxC

的左焦点，∴ F( − 1,0)，

∵点 P为椭圆 C上任意一点，点 Q的坐标为(4,3)，
设椭圆 C的右焦点为 F′(1,0)，
∴ |PQ| + |PF| = |PQ| + 2 2 − |PF′| = 2 2 + |PQ| − |PF′|，
∵ |PQ| − |PF′| ≤ |QF′| = 3 2，

∴ |PQ| + |PF| ≤ 5 2，即 最大值为 5 2，此时 Q，F′，P共线．

变式 2：最小值 2
622 

，最大值为 2
622 

.



例 2 解析 解 1 由题意知，直线 l斜率存在，故设直线方程 l： 2 kxy ，

联立椭圆C： 1
4

2
2

 yx
得   0121614 22  kxxk ，

  048641448256 222  kkk ，

4
32 k ，

14
12,

14
16

221221






k

xx
k
kxx ，

点O直线 l的距离为

1

2
2 


k

d ，

弦长

 22

2
2

2

2

2
2

14

48641
14

48
14

161


















k

kk
kk

kkPQ ，

 22

2

14

4864
2
1






k

kPQdS OPQ ，

令 4,14 2  ttk ，则 434 2  tk ，

1
16
1

8
114414444

2

22 





 


  tttt

tS OPQ ，

当且仅当 8t 时，等号成立

OPQS 的最大值为 1.

解 2 1212 2
1

2
1

2
1 xxOAxOAxOASSS OAPOAQOPQ   .

变式 1：解 1 设直线方程 l： 1 myx ，

联立椭圆C： 1
4

2
2

 yx
得   0324 22  myym ，

4
3,

4
2

221221






m

yy
m
myy ，

点O直线 l的距离为

1

1
2 


m

d ，

弦长

 22

2
2

2

2

2
2

4

48161
4

12
4

21


















m

mm
mm

mmPQ ，

 22

2

4

4816
2
1

2
1






m

mPQdS OPQ ，



令 4,42  ttm ，则 132  tm ，

2
3

4
1

2
11211212

2

22 





 


  tttt

tS OPQ ，

当且仅当 4t 时，等号成立

OPQS 的最大值为
2
3
.

解 2 1212 2
1

2
1

2
1 yyOAyOAyOASSS OAPOAQOPQ   .

变式 2：设直线CD方程：  11  xky ，

联立椭圆C： 1
4

2
2

 yx
得   044814 2

1
2
1

22
1  kxkxk ，

14
44,

14
8

2
1

2
1

212
1

2
1

21








k
kxx

k
kxx ，

弦长

 22
1

2
12

12
1

2
1

2

2
1

2
12

1
14

16481
14
1616

14
81
























k

kk
k
k

k
kkCD ，

同理，弦长

 22
2

2
22

2
14

16481





k

kkEF ，

)(sin
2
1

的夹角与为四边形 EFCDEFCDS CEDF 

令   ,
4
1tantan,tan,tan 21 kk

 

 

 
 222
1

2
2

2
1

2
1617

242

tan
11

1sinsin
kk

kk














 
 

  
     11

1414
1313

1617
2416sin

2
1 2

2
2
12

2
2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1 









 kk

kk
kk

kk
kkEFCDS CEDF 四边形

  2
7

82
112

42
112

21
2
2

2
1








kkkk

例 3 解析(1) 由题意知
2 ,2 2
2

ce c
a

   ，所以 2, 1a b  ，因此 椭圆E的方程为
2

2 1
2
x y  .



(2) 设 SOM   ，则 2SOT   ，且

2
23sin 2

2 33

ABMC
OCOM OC AB
AB

   
  

.

设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，联立方程

2
2

1

1
2

3
2

x y

y k x


 


  

，

，

得 2 2
1 1(4 2) 4 3 1 0k x k x    ，

由题意知 0  ，且 1
1 2 1 22 2

1 1

2 3 1,
2 1 2(2 1)

kx x x x
k k

   
 

，故

2
1

2 2
1 1 2 1

2
1

14
21 1 1

2

k
AB k x x k

k


     


.

联立方程

2
2

1

1
2

2
4

x y

y x
k


 


 


得
2

2 21
2 2
1 1

8 1,
1 4 1 4
kx y
k k

 
 

，因此
2

2 2 1
2
1

1 8
1 4

kOC x y
k


  


.

所以

2 2
1 1

2 2 2
1 1 1

1 1
8 2

1 1 11 4
2 8 2

k kOC
AB

k k k

 
 

   

，

2
1

22 2
1 21 1

1

1
1 1 12 1 12 1 1 2 4 54

4 2

k

kk k k


    

   

2
1 2

1

1 1 21
32 12 4 5k

k

   
 

.

等号当且仅当 2
1

1
2

k  时取得．因此 sin 的最大值为
2 1

2 22 3
3


 

，从而 SOT 的最大值为
3


，此

时直线 l的斜率为 1
2
2

k   ．



注

2
2 1
1
2

2 21
1 1

1
1 8 2
1 4 11 4

2

kOC k
AB k

k k


 


  

2
1

2 2
1 1

1 22
2 1 4 1

k
k k


 
 

.

令 2
1

11 2 , 1 (0,1)t k t
t

   ， ，则 2
1

1=
2
tk 

，代入上式整理得

2
2

1=
1 1 92 1 ( )

2 4

OC t
AB t t

t


    

.

当且仅当
1 1

2t
 ，即 2t  时

OC
AB

的最小值
2
3

，此时 1
2
2

k   .

达标检测

1.解：抛物线 x = 1
4
y2，即：y2 = 4x，

可得抛物线 x = 1
4
y2的焦点坐标为(1,0)，准线方程为 ，

可知：点 P到 y轴的距离，就是 P到该抛物线准线的距离减去 1，即为：P到该抛物线焦点的距离减去 1，

可知：点 P到点 A(0,2)的距离与点 P到 y轴的距离之和的最小值，即为点 A(0,2)到该抛物线焦点(1,0)的距

离减去 1，

可得 (0 − 1)2 + (2 − 0)2 − 1 = 5 − 1，

所以点 P到点 A(0,2)的距离与点 P到 y轴的距离之和的最小值为 5 − 1，

故选 C．

2.解：设直线 l的方程为 y = x + m，

所以
y = x + m
x2

4
+ y2 = 1，整理得，5x2 + 8xm + 4m2 − 4 = 0，

所以Δ =− 16m2 + 80 > 0，解得− 5 < m < 5，

x1 + x2 =−
8m
5
,   x1x2 =

4m2−4
5

，

所以|AB| = 1 + 1· x1 + x2 2 − 4x1x2 = 2· 642

25
− 4 4m2−4

5
= 2

5
− 16m2 + 80 ≤ 4 10

5
，

故选 C．



3.解：双曲线x2 −
y2

3
= 1，

a，= 1，b = 3，c = 2，

故离心率 e = 2，

设 P(x,y)是双曲线x2 −
y2

3
= 1 上任意一点，

由对称性不妨设 P在右支上，

要使△ F1PF2为锐角三角形，

则 1 < x < 2，|PF1| = 2x + 1，|PF2| = 2x − 1，∠F1PF2为锐角，

则|PF1|
2 + |PF2|

2 > |F1F2|
2，

∴ (2x + 1)2 + (2x − 1)2 > 4²，

解得 x >
7

2
，

∴
7

2
< x < 2，

根据对称性，点 P在左支时，− 2 < x <−
7

2
，

所以点 P的横坐标的取值范围是( − 2, −
7

2
) ∪ (

7

2
,2)．

故选 C．

4.解： ∵等轴双曲线的焦距为 4， ∴ 2c = 4， a = b， ∴ c = 2，

∵ a2 + b2 = c2， ∴ a = b = 2，

又 ，由 P为双曲线右支上一动点，则 ，

∵点 A的坐标为 (3,1)，

则 ．

故选 C．

5 解：联立方程
y = kx + 2
x2 − y2 = 6

得

(1 − k2)x2 − 4kx − 10 = 0…①

若直线 y = kx + 2 与双曲线x2 − y2 = 6 的左支交于不同的两点，

则方程①有两个不等的负根，1 − k2 ≠ 0 且

∴

△= 16k2 + 40(1 − k2) > 0
− 10

1 − k2
> 0

4k

1 − k2
< 0

解得：k ∈ (1,
15

3
)

故选 C．

6.解：点 P的坐标 (x,y)满足方程
x2

8
+

y2

4
= 1，点 B(0,1)，

则 ，



当且仅当 y =− 1 时，表达式取得最大值．

故选： C.

7.解析：(1)由题意知，e = c
a
= 1
2
，CD = 7 − 2a，

所以a2 = 4c2，b2 = 3c2，

因为点(c, 7−4c
2
)在椭圆上，

即 c2

4c2
+
(7−4c2 )2

3c2
= 1，

解得 c = 1．

所以椭圆的方程为
x2

4
+ y2

3
= 1．

(2)①当两条弦中一条斜率为 0时，另一条弦的斜率不存在，

由题意知 AB + CD = 7；
②当两弦斜率均存在且不为 0时，设 A(x1,y1)，B(x2,y2)，
且设直线 AB的方程为 y = k(x − 1)，

则直线 CD的方程为 y =− 1
k
(x − 1)．

将直线 AB的方程代入椭圆方程中，

并整理得(3 + 4k2)x2 − 8k2x + 4k2 − 12 = 0，

所以x1 =
4k2−6 k2+1

3+4k2
，x2 =

4k2+6 k2+1
3+4k2

，

所以 AB = k2 + 1|x1 − x2| =
12(k2+1)
3+4k2

．

同理，CD =
12( 1

k2
+1)

3+ 4
k2

= 12(k2+1)
3k2+4

．

所以 AB + CD = 12(k2+1)
3+4k2

+ 12(k2+1)
3k2+4

= 84(k2+1)2

(3+4k2)(3k2+4)
，

令 t = k2 + 1，则 t > 1，3 + 4k2 = 4t − 1，3k2 + 4 = 3t + 1，

设 f(t) = (4t−1)(3t+1)
t2

=− 1
t2
+ 1

t
+ 12 =− ( 1

t
− 1
2
)2 + 49

4
，

因为 t > 1，所以
1
t
∈ (0,1)，

所以 f(t)∈ (12, 49
4
],

所以 AB + CD = 84
f(t)

∈ [ 48
7
,7)．

综合①与②可知，AB + CD的取值范围是[ 48
7
,7].

8. 解析（ 1）由题 ，得
1

2 2 2
y y

x x
  

 
( 2)x   ，即

2 2

1
4 2
x y

  ( 2)x   ，所 以曲 线 C 为

2 2

1
4 2
x y

  ( 2)x   ，表示焦点在 x轴上，长轴长为 4 的椭圆（除去左右定点）.



（2）（i）设直线 PQ的方程为 y=kx(k>0)� �1,�1 ,㘮( �0,�0 ,则 � � �1,� �1 ,E(�1,0)，� = �1
�1
。

由此可得 Q、E、G三点共线:��㘮 = ��� =
�1
2�1

= �
2,

由��㘮 =
�1��0
�1��0

,�㘮� =
��1��0
��1��0

= �1+�0
�1+�0

,��㘮 � �㘮� =
�1
2��0

2

�1
2��0

2

因为 Q、G在椭圆上，所以�1
2 + 2�1

2 = 4，�0
2 + 2�0

2 = 4，可得��㘮 � �㘮� =�
1
2
，从而 ��㘮 � �㘮� = ��㘮 �

�
2
=

� 1
2
, ��㘮=�

1
�
，所以��㘮 � ��� =� 1,即 �� � �㘮。

所以△ ��㘮是直角三角形。

解 2 设直线 PQ 的方程为 y kx ，由题意可知 0k  ，直线 PQ 的方程与椭圆方程联立，即

2

2 2

2

2 ,
, 2 1

22 4. .
2 1

x
y kx k

kx y y
k

    
   

 

或
2

2

2 ,
2 1
2 .

2 1

x
k
ky

k

 


  
 

,点 P 在第一象限，所以

2 2 2 2

2 2 2 2( , ), ( , )
2 1 2 1 2 1 2 1

k kP Q
k k k k

 

   
，因此点 E的坐标为 2

2( ,0)
2 1k 

直线QE的斜率为
2QE
kk  ，可得直线QE方程： 22 2 1

k ky x
k

 


，与椭圆方程联立， 2

2 2

,
2 2 1
2 4.

k ky x
k

x y

  


  

，

消去 y得，
2 2

2 2
22

4 12 8(2 ) 0
2 12 1

k x kk x
kk


   


（*），设点 1 1( , )G x y ，显然Q点的横坐标 2

2

2 1k




和 1x 是方

程（*）的解

所以有

2

22

1 122 2 2

12 8
2 6 42 1

22 1 ( 2) 2 1

k
kkx x

kk k k




    
  

，代入直线QE方程中，得

3

1 2 2

2

( 2) 2 1

ky
k k


 

，所以点G的坐标为

2 3

2 2 2 2

6 4 2( , )
( 2) 2 1 ( 2) 2 1

k k

k k k k



    ，

直线 PG的斜率为：

3

3 22 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 ( 2) 1( 2) 2 1 2 1
6 4 2 6 4 2( 2)

( 2) 2 1 2 1

PG

k k

k k kk k kk
kk k k

k k k


   

   
   


  

因为
1( ) 1,PQ PGk k k
k

     所以 PQ PG ，因此 PQGV 是直角三角形。本题思维导图如下：



（2）(ii)解 1 设直线 PQ 斜率为 k（k>0），P(x1,y1), G(x0,y0,),则 Q(-x1,-y1).

设 M 为 QG 的中点，则��� =� 1
�
，由（1）知，直线 QG 的方程为 � = �

2
(� � �1)，

由
� =� �

�
,

� = �
2
� � �1 ,

解得�� = �2�1
�2+2

。

直线 PQ 的方程与椭圆方程联立，即
� = ��,

�2 + 2�2 = 4,解得�1 =
2

1+2�2
.

所以 ����� = 1
2
�� � �� = 1

2
1 + �2 � |��| � 1 + (1

�
)2 � |��| =

1
2

(1+�2)�1
2

�2+2
=

2�(�2+1)
(2�2+1)(�2+2)

.

所以 �△��㘮 = 4�△���=
8�(�2+1)

(2�2+1)(�2+2)
。

(ii)解 2 直线 QG 的方程与椭圆方程联立，得方程组
�2 + 2�2 = 4,
� = �

2
� � �1 ,

消去 y 得 �2 + 2 �2 � 2�2�1� + �2�2 � 8 = 0。

由韦达定理得�㘮 + �� =
2�2�1
�2+2

，由弦长公式得 �� = 2�1 1 + �2,

�㘮 = 1 + ( � 1
�
)2 � ��� �㘮 = 1 + (1

�
)2 � ��+ �� = ��1 1+�2

�2+2
.

所以�△��㘮 =
8�(�2+1)

(2�2+1)(�2+2)
。

(ii)解 3 可知 , ,P Q G三点坐标， PQG 是直角三角形，求出 ,PQ PG的长，利用面积公式求出 PQG

的面积，再利用导数求出面积的最大值.

由（i）可知： 2 2 2 2

2 2 2 2( , ), ( , )
2 1 2 1 2 1 2 1

k kP Q
k k k k

 

   
，

G的坐标为

2 3

2 2 2 2

6 4 2( , )
( 2) 2 1 ( 2) 2 1

k k

k k k k



    ，

2

2

4 1

2 1

kPQ
k





，

2

2 2

4 1

( 2) 2 1

k kPG
k k




 
，



2 2 2

2 22 2 2

1 1 4 1 4 1 8 ( 1)| || |
2 2 (2 1)( 2)( 2) 2 1 2 1

PQG
k k k k kS PG PQ

k kk k k


  
    

   
.

亦或
2

2 2

1 8 ( 1)| || |
2 (2 1)( 2)PQG G Q

k kS PE x x
k k


  

 
.

求该函数的最大值有以下两种处理方式：

解 1
2

2 2
2

18( )8 ( 1)
1(2 1)( 2) 1 2( )

kk k k
k k k

k




   
.

设
1t k
k

  ，则由 0k  得 2t  ，当且仅当 1k  时取等号.因为 2

8
1 2

tS
t




在 [2, ) 单调递减，所以当

2t  ，即 1k  时， S取得最大值，最大值为
16
9
.

解 2
2 3

2 2 4 2

8 ( 1) 8( )
(2 1)( 2) 2 5 2

k k k kS
k k k k

 
 

   
，

4 2
'

4 2 2
8( 1)( 1)(2 3 2)

(2 5 2)
k k k kS

k k
    


 

,因为 0k  ，所以当

0 1k  时， ' 0S  ，函数 ( )S k 单调递增，当 1k  时， ' 0S  ，函数 ( )S k 单调递减，因此当 1k  时，函数

( )S k 有最大值，最大值为
16(1)
9

S  .

因此， PQG 面积的最大值为
16
9
.

第（ii）题的思维导图：
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