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从课本题目到高考试题的变式研究①

陈炳泉

(福建省仙游县华侨中学351200)

随着课程改革的理性推进，高考数学试卷逐

渐形成了稳定、成熟的命题风格．试题既围绕主干

内容加强对基本概念、基本思想方法的考查，又立

足于培育学生支撑终身发展和适应时代要求的数

学素养，突出考查数学理性思维和创新意识．试

题以新颖的设计方式，增强了试题的灵活性和开

放性，让学生从不同角度认识问题，鼓励学生主动

思考、发散思维，激发学生的想象力和思想的张

力，其目的是把学生从标准答案中解放出来，降低

题海战术、“机械刷题”的收益．以此引导中学教学

遵循教育规律、回归课堂，用好课本——国家教科

书，避免超纲学、超量学，扎实推进素质教育．

源于教材，高于教材，是高考试题的真实写

照．高考依纲扣本、万变不离其宗，其中的“本”指

的就是数学课本，“宗”就是数学课本中数学核心

概念以及概念形成与发展过程中反映出来的数学

思想方法．近几年高考数学试卷中都有源自数学

教科书的试题，是教科书上例、习题的重新组合与

变式呈现．教科书中的题目大多都蕴涵着丰富、深

刻的背景，以此为出发点进行变式研究是提高高

考成绩的一种有效途径．

本文介绍笔者在高考复习时，对几道教科书

题目进行变式研究的教学实践与思考，供同仁

参考．

1通过逆向思考构造新的命题

例1(高中数学人教A版教科书，选修2—

1，第69页，例4)斜率为1的直线z经过抛物线

y2—4z的焦点F，且与抛物线相交于A，B两点，

求线段AB的长．

教科书对本题的解法进行了抽丝剥茧般地分

析，指出“直接由抛物线的方程和直线z的方程，

求出A，B两点的坐标，并结合两点间的距离公式

求出lABl”具有一般性，但是需要复杂的代数运

算．紧接着教科书介绍了另外一种方法——数形

结合的方法：

如图1，设A(z。，y。)，B(z。，了2)．由抛物线的

定义可知，
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而dA—z1+1，于是I AF J—dA—z。+1．

同理，fBFI—IBB
7

I—dB—z。+1，

于是得IABI—IAFI+IBFI=z1+z2+2．

由此可见，只要求出点A，B的横坐标之和

z。+z：，就可以求出|ABl一8．

在解后反思中，除了提炼具体方法与数学思

想，还应该从创新的视角启发学生变式思考：你能

根据题目的题设与结论构造不同的命题吗?

在本题的系统中，已知条件有：抛物线y2—

4z及其焦点F，斜率为1的直线z，直线Z经过点
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F．结论是l AB l一8．

学生们独立思考与相互交流后，分别得到如

下命题：

(1)直线z经过抛物线y2—4z的焦点F，与

抛物线相交于A，B两点，且l AB l一8．求直线z

的斜率．(答案：±1)

(2)斜率为1的直线z与抛物线y 2—4z相交

于A，B两点，且I AB 1—8．求证直线z经过点(1，

0)．

(3)斜率为1的直线z经过抛物线y 2—2户z

的焦点F，与该抛物线相交于A，B两点，且

AB I一8．求夕的值．(答案：p一±2)

高考试题链接

(2018年全国高考Ⅱ卷，文科第20题，理科

第19题)设抛物线C：y2—4z的焦点为F，过F

且斜率为志(是>O)的直线z与C交于A，B两点，

AB I一8．

(工)求f的方程；

(Ⅱ)(略)

数学命题有四种形式，即原命题、逆命题、否

命题和逆否命题．根据命题的等效原理可知，原命

题和其逆否命题同真同假，而否命题与逆命题是

相互等效的，但原命题和其逆命题之间的真假无

必然的联系，因此可以通过逆向变式思考构造逆

命题并论证其真伪，由此培养学生的数学理性

思维．

一个命题的题设和结论都可能包含若干要

素，只要部分或整体地交换这些要素，便可构造出

原命题的变式命题，我们把它称为原来命题的一

个“逆向”命题．

学生常习惯于正向思考，而不善于反向考察．

通过对原命题的变式思考来构造新的逆向命题，

既可检验学生对已有的概念和命题是否真正的理

解和掌握，又能促使他们发现一些有意义的新的

数学命题，从而培养学生的逻辑推理素养、创新意

识和创新能力．

2通过类比与归纳构造新的命题

例2(高中数学人教A版教科书，选修2—1，

第73页习题A组，第6题)如图2，直线y—z一2

与抛物线y2—2z相交于A，B两点，求证：

0A 0B．

／。 k

∥
Dk；

图2

本题的解答并不复杂，且有多种解法，但要启

发学生对不同的解法进行思考与辨析，感悟它们

共同的本质：

洲J-∞乍司‰·谊一1

葫

即切入点可以不同，但最后都是借助代数方法，通

过计算A，B两点的坐标满足z，z。+y。y：一o，得

到几何结论：0A上0B．让学生体会解析几何的学

科特色——代数运算表其外，几何性质蕴其中．

抛物线的顶点对弦AB的张角竟然是直角!

这是偶然的吗?对此我们还有什么想法吗?

生1：抛物线的顶点只对这一条弦的张角是

直角吗?也就是说还有其它的弦也具有这样的性

质吗?

生2：由抛物线的对称性可知，直线AB关于

z轴的对称直线y一一z+2被该抛物线所截得的

弦A，B。也具有这样的性质——0A，上0B。．

生3：这样的弦有多少条?它们有什么共

性吗?

生4：凡是过定点(2，o)的弦都具有这样的

性质．

即：过定点(2，O)的直线z与抛物线y 2—2z

相交于A，B两点，0是抛物线的顶点，则0A上

0B．(证略)

生5：这个命题的逆命题也成立，所以可统一

概括为：直线z与抛物线y2=2z相交于点A，B；

o是抛物线的顶点，则0A上0B的充要条件是直

线Z过定点(2，O)．

Ol忱仃0吵娩X
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师：在科学研究中“有目的地提出问题往往比

解决问题更重要”．我们能从这个问题出发，再发

现一些新的问题吗?

生：⋯⋯

师：或者说题设中的某些数字可以改变吗?

能将上述特殊情形下的结论推广到更一般情

形吗?

生6：(命题3)直线Z与抛物线y 2=2pz相交

于点A，B；O是抛物线的顶点，则0A上()B的充

要条件是直线Z恒过定点(2p，o)．

师：由特殊到一般是认识事物(数学)规律的

重要思维方法，只有将问题中的具体数字变为字

母后，才能更深刻地揭示抛物线的这一性质．

当然，猜想不等于证明，在数学的探索性活动

中，不能把“结论”仅停止于猜想阶段，如有可能要

给出它的逻辑证明或特例否定．

高考试题链接

(2017年全国高考Ⅲ卷理科第20题)已知抛

物线C：y2—2z，过点(2，0)的直线z交C与A，B

两点，圆M是以线段AB为直径的圆．

(1)证明：坐标原点0在圆M上；

(2)设圆M过点P(4，一2)，求直线Z与圆M

的方程．

类比与归纳是构造新的问题命题的重要思维

方法．所谓类比，是指由一类事物所具有的某种属

性，可以推测与其类似的事物也应具有这种属性

的一种推理方法．所谓归纳就是从“考虑一个对象

过渡到考虑包含该对象的一个集合；或者从考虑

一个较小的集合过渡到考虑包含该较小集合的更

大集合．”(波利亚语)拉普拉斯指出“甚至在数学

里，发现真理的主要工具也是归纳和类比．”“每当

理智缺乏可靠论证的思路时，类比这个方法往往

能指引我们前进．”(康德)无论是在初等数学、高

等数学，还是其他领域，不通过类比与归纳这样的

思维活动而做出发现，是不可想象的．

3通过开放性设计构造新的命题

例3(高中数学人教A版教科书，选修2—1，

第81页复习参考题B组，第7题)过抛物线j，2=

2pz(夕>O)的焦点F作直线与抛物线交于A，B

两点，以AB为直径画圆，借助信息技术工具，观

察它与抛物线准线z的关系，你能得到什么结论?

本题结论：以AB为直径圆与该抛物线的准

线z相切(如图3)．

我们知道，圆的直径

是圆的一条特殊的弦，如

果将本题中的焦点弦AB

看成是圆的一般弦，结论

如何呢?即经过A，B两

点的圆还与该抛物线的

准线相切吗?何时相

切呢?

只

芴．}。l
O

《 ／孓／

＼／
图3

显然，以焦点弦AB为直径的圆一定与该抛

物线的准线z相切，那么是否就这一种情况呢?

对这个问题的深人探究是非常必要的．

高考试题链接

(2018年全国高考Ⅱ卷，文科第20题，理科

第19题)设抛物线C：y2—4z的焦点为F，过F

且斜率为志(志>o)的直线Z与C交于A，B两点，

『AB I=8．

(I)求z的方程；

(Ⅱ)求过点A，B且与C的准线相切的圆的

方程．

解 (I)z的方程为y=z一1．

(Ⅱ)由(I)得AB的中点坐标为(3，2)，

所以AB的垂直平分线方程为y=一z+5．

如图4，设所求圆的圆心坐标为0，(口，6)，则

r6一一口+5

1(n+1)2：堡掣+4z．
解得{：三；．’或{；三!：．
即所求圆的圆心为0，(3，2)或0。(11，一6)，

对应的半径为r—n+1—4或r—n+1—12．

图4
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因此所求圆的方程为(z一3)2+(y一2)2=16或

(z一11)2+(y+6)2=144．

从构成数学命题系统的四要素(条件、依据、

方法、结论)出发，数学开放题可定性地分成四类：

寻求条件——条件开放题；寻求解题依据或方

法——策略开放题；寻求结论——结论开放题；如

果数学题的条件、解题策略或结论都要求解题者

在给定的情境中自行设定与寻找，则称为综合开

放题．通过把一些教科书上的典型问题进行开放

性再设计，是构造新的数学命题的一种重要方法．

教科书是几代数学人集体智慧的结晶，具有

很强的学术性、指导性、规范性．在平时教学中要

用好教科书，到了高三复习阶段，也要回归教科

书，教师在深人研究的基础上充分感悟教科书的

编写意图，积极开发教科书的潜在功能，创设问题

链情境，通过改变问题的某一“属性”，探索问题的

引申、推广、拓展、变通，扎实做好高考复习中的变

式研究，努力从课本走向高考．这不仅能使学生跳

出“题海”，又能巩固基础知识，掌握数学思想方

法，深化数学的本质内涵，更为重要的是能激发学

生的问题意识，培养学生的数学素养．
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到其高度赞赏，在Neyman眼中，“许先生和Wald

是在同一个水平上——他们是新成长一代中两位

卓越的数理统计学家．，，[妇许先生为人谦和，谈吐

高雅，淡泊名利，敬业教书，对学术高标准、严要求

的科研精神感染了一代学子．他十分关心数学的

普及工作，《数学通报》中的一些题目常引起他很

大的兴趣．许先生终生未娶，把一生全部献给祖国

的科研和教育事业，为祖国的科学发展奋斗到生

命最后一息．这种献身祖国、献身科学的精神值得

后辈学者永远学习．2019年恰逢西南联大在昆明

建校81周年，仅以此文表示对他的深切缅怀．
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