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1  试题呈现
（２０２１年新高考 Ⅰ 卷第 １９题）记 △ A BC的

内角 A ，B ，C的对边分别为 a ，b ，c ．已知 b２ ＝ ac ，
点 D 在边 AC上 ，BDsin ∠ A BC ＝ a sin C ．

（１）证明 ：BD ＝ b ；

（２）若 A D ＝ ２DC ，求 cos ∠ A BC ．

本题以三角形为载体 ，主要考查正弦定理 、余

弦定理 、三角恒等变换等基础知识 ，考查推理论证

能力 、运算求解能力 ，考查化归与转化思想 、函数

与方程思想 ，考查数学运算 、逻辑推理等核心素

养 ，体现基础性和综合性 ．

本题属解答题中的中档题 ．高考结束后 ，笔者

随机访谈了部分学生 ，大部分考生解答此题时都

抱有一种想尽快解答的应试心态 ，但由于紧张而

“欲速则不达” ，特别在第（２）问未能较快寻找到

解决问题的突破口 ，最后虽然解出来了 ，但花费了

不少的时间 ．

2  多视角剖析

对于第 （１）问 ，在 △ A BC 中 ，
AC

sin ∠ ABC ＝

AB
sin C ① ，由 BDsin ∠ A BC ＝ a sin C ，得

BD
sin C ＝

a
sin ∠ A BC ② ．

联立 ① ② 得
A B
BD ＝

AC
a ，即 ac ＝ b · BD ．

又因为 b２ ＝ ac ，所以 BD ＝ b ．

评注  第（１）问要证明的是边的关系 ，已知

条件含有边 、角的关系 ，因此需要进行边角转化 ．

再根据已知条件中含有 ∠ A BC ，∠ C ，故利用含

有这两个角的正弦定理 ，后续的证明不难完成 ．

本题的难点在第（２）问 ，主要有以下视角 ．

视角 1  利用函数与方程思想 ，结合平行线

性质 ，建立方程 ．

方法 １  如图１ ，过点 A作直线BC的平行线AE ，

延长线段 BD ，与 AE交于点 E ．因为 AD ＝ ２DC ，所以

 图 １

AE ＝ ２a ，DE ＝ ２b ．

又 ∠ ABC ＋ ∠ BAE ＝

π ，所以 cos ∠ A BC ＝

－ cos ∠ BA E ．

而在 △ ABC中 ，

可求得 cos ∠ A BC ＝
a２ ＋ c２ － b２

２ac ，

在 △ ABE中 ，cos ∠ BAE ＝
c２ ＋ （２a）２ － （３b）２

４ac ，

故 －
a２ ＋ c２ － b２

２ac ＝
c２ ＋ （２a）２ － （３b）２

４ac ，整

理得 ６a２ ＋ ３c２ ＝ １１b２ ③ ．

将 b２ ＝ ac代入 ③ 式 ，得 ６a２ ＋ ３c２ ＝ １１ac ，即
６a２ － １１ac ＋ ３c２ ＝ （２a － ３c）（３a － c） ＝ ０ ，所以

a ＝
c
３
或 a ＝

３

２
c ．

当 a ＝
c
３
时 ，b２ ＝ ac ＝

c２
３

，则 cos ∠ A BC ＝

a２ ＋ c２ － b２
２ ac ＝

c２
９

＋ c２ －
c２
３

２

３
c２

＝

７

９
c２

２

３
c２

＝
７

６
（舍去） ．

当 a ＝ ３

２
c时 ，b２ ＝ ac ＝ ３

２
c２ ，则 cos ∠ ABC ＝

a２ ＋ c２ － b２
２ ac ＝

９

４
c２ ＋ c２ －

３

２
c２

３c２ ＝

７

４
c２

３c２ ＝
７

１２
．

利用本视角还可以有以下方法 ，碍于篇幅 ，本

文只提供思路 ，具体解题过程不再赘述 ．

方法 ２  如图 ２ ，过点 D 作 DG ∥ A B ，利用

∠ A BC ＋ ∠ DGB ＝ π ，cos ∠ A BC ＝ － cos ∠ DGB
构造方程 ．

方法 ３  如图 ３ ，过点 D 作 DF ∥ BC ，利用

∠ A BC ＋ ∠ DFB ＝ π ，cos ∠ ABC ＝ － cos ∠ DFB
构造方程 ．

评注  根据余弦定理 ，结合已知条件 b２ ＝
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图 ２         图 ３

ac ，不难得到 cos ∠ A BC ＝
a２ ＋ c２ － ac

２ac ，利用函

数与方程思想 ，只需再找到一个用边来表示

cos ∠ A BC的表达式即可 ，则对 ∠ ABC 进行平
移 ，因此考虑平几中平行线的性质 ，结合已知条件

A D ＝ ２DC作平行线 ，从而突破了难点 ．

视角 2  利用化归与转化思想 ，结合角度关

系 ，建立方程 ．

方法 ４  △ A BD 与 △ ABC 有公共角 A ，则

cos ∠ BA D ＝ cos ∠ BAC ．

而在 △ ABD中 ，cos ∠ BAD ＝

c２ ＋
２b
３

２

－ b２

２c · ２b
３

，

在 △ A BC 中 ，cos ∠ BAC ＝
c２ ＋ b２ － a２

２bc ，所以

c２ ＋
２b
３

２

－ b２

２c · ２b
３

＝
c２ ＋ b２ － a２

２bc ．

整理得 ６a２ ＋ ３c２ ＝ １１b２ ，下同方法 １ ．

本视角还可以有以下方法 ，具体解题过程不

再赘述 ．

方法 ５  △ BDC 与 △ A BC 有公共角 C ，则

cos ∠ BCD ＝ cos ∠ BCA ．

方法 ６  △ ABD 与 △ BDC 有一对互补角 ，

∠ ADB ＋ ∠ BDC ＝ π ，则cos ∠ BDA ＝ －cos ∠ BDC ．

评注  视角 ２的思路与视角 １的思路类似 ，

都是着力去寻找到用边表示 cos ∠ A BC 的表达
式 ，区别之处在于视角 ２结合了 △ A BC ，△ BDC ，

△ A BD之间的角度关系 ，利用相等或互补关系进

行转化 ．这种方法是解决含多个三角形问题的常

用方法 ．

视角 3  利用向量的工具性 ，建立方程 ．

方法 ７  因为 A D ＝ ２DC ，所以 BD →＝

１

３
BA →＋

２

３
BC →．

又因为 | BD →| ＝ b ，所以 b２ ＝
１

９
BA →

２

＋

４

９
BA →· BC →＋

４

９
BC →

２

＝
１

９
c２ ＋ ４

９
c · a cos ∠ ABC ＋

４

９
a２ ，所以 cos ∠ ABC ＝

９b２ － c２ － ４a２
４ac ．

又因为 △ ABC中 ，cos ∠ ABC ＝
a２ ＋ c２ － b２

２ac ，

所以
９b２ － c２ － ４ a２

４ ac ＝
a２ ＋ c２ － b２

２ac ，整理得 ６ a２ ＋

３c２ ＝ １１b２ ．下同方法 １ ．

评注  向量是高中数学的基础知识 ，也是解

决诸多问题的有力工具 ，可解决三角形中的角和

长度问题 ．本题即利用向量的模得到一个等量

关系 ．

视角 4  利用化归与转化思想 ，把斜三角形

化为直角三角形 ，建立方程 ．

 图 ４

方法 ８  如图 ４ ，过点 A 作
A N ⊥ BC 于点 N ，过点 D 作
DM ⊥ BC于点M ，设 BN ＝ x ，

CM ＝ y ．则 CN ＝ ３y ．

在 △ A BN 和 △ ACN 中 ，

由勾股定理得 c２ － x ２
＝ b２ －

（３ y）２ ，即 c２ － b２ ＝ x ２
－ （３ y）２ ＝ （x ＋ ３ y）（x －

３ y） ④ ．

由 BC ＝ BN ＋ NC ，得 x ＋ ３y ＝ a ⑤ ．

在 △ DMC中 ，DM２
＝ DC２

－ CM２
＝
b２
９

－ y２
．

在 △ BDN 中 ，BD２
＝ DM２

＋ BM２
，得 b２ ＝

b２
９

－ y２
＋ （x ＋ ２ y）２ ，即

８b２
９

＝ x２
＋ ４ xy ＋ ３ y２

＝

（x ＋ y ）（x ＋ ３y） ⑥ ．

把 ⑤ 式分别代入 ④ 和 ⑥ 可得 x － ３ y ＝

c２ － b２
a ⑦ ，x ＋ y ＝

８b２
９a ⑧ ．

联立方程

x ＋ ３ y ＝ a ，

x － ３ y ＝
c２ － b２

a ，

x ＋ y ＝
８b２
９ a ，

b２ ＝ ac ，

消去 x ，y 得

６a２ ＋ ３c２ ＝ １１ac ．下同方法 １ ．

评注  一般地 ，在含多个三角形的复杂图形

中 ，从直角三角形入手会比较简单 ，因此往往把斜

三角形问题转化为直角三角形问题进行处理 ．
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视角 5  利用海伦公式 ，建立方程 ．

方法 ９  △ ABD 的三边为 c ，b ，
２b
３

，记 p ＝

c ＋ b ＋
２b
３

２
＝

c ＋ ５b
３

２
，则 △ A BD 的面积为

S１ ＝ p （p － c）（p － b） p －
２b
３

＝
c ＋ ５b

３

２

５b
３

－ c

２

c －
b
３

２

c ＋ b
３

２

＝
１

４

２５b２
９

－ c２ c２ －
b２
９

，

同理可得 △ BDC的面积为

S２ ＝ a ＋ ４b
３

２

４b
３

－ a

２

a ＋ ２b
３

２

a －
２b
３

２

＝
１

４

１６b２
９

－ a２ a２ －
４b２
９

．

又因为 A D ＝ ２DC ，所以 S１ ＝ ２S２ ，得

１

４

２５b２
９

－ c２ c２ －
b２
９

＝ ２ ×
１

４

１６b２
９

－ a２ a２ －
４b２
９

，

整理得 （２５b２ － ９c２ ）（９c２ － b２ ） ＝ ４（１６b２ －

９a２ ）（９a２ － ４b２ ） ．将 b２ ＝ ac代入得
（２５ac － ９c２ ）（９c２ － ac） ＝ ４（１６ac －

９a２ ）（９a２ － ４ac） ，解得 a ＝
c
３
或 a ＝

３

２c ．下同方

法 １ ．

评注  由已知条件得 △ ABD 与 △ BDC面
积的关系 ，又因为要研究三角形三边的关系 ，故考

虑利用海伦公式 ．

3  教学启示
由以上解答视角不难看出 ，本题解题的切入

点较多 ，很好地考查了解三角形的有关知识及思

想方法 ，是一道质量较高的选拔性试题 ．学生的思

路不顺畅也告诫我们 ，教师在教学过程中可引导

学生多角度去思考问题 ．“横看成岭侧成峰 ，远近

高低各不同” ，每一种解法背后都有一个故事 ．教

师在展示解法的同时 ，多让学生去领会其中渗透

的数学思想方法 ，揭示蕴含的数学本质 ，积累解题

经验 ，从而发展学生的核心素养 ．

（上接第 ３页）

要有兴趣 ，数学就会变得迥然不同 ．各种不同现象

背后都有一个本质的联系 ，如果能找到这种联系 ，

你就会感受到数学无尽的魅力 ．”他希望 ，通过我

们一起努力 ，不仅要让我们的孩子们取得优异的

数学成绩 ，更期望他们喜欢数学 ，觉得数学是有趣

的 、是漂亮的 ．

第三层含义是数学教育回到数学的“大家

庭” ．在 ICME １４大会期间（７月 １２日） ，中国数学

会数学教育分会在华东师范大学召开了成立大

会 ，第一届理事长由中国数学会理事长田刚院士

兼任 ，很多的数学家和数学教育研究者是其常务

理事 ，这意味着数学教育与数学将成为名副其实

的“一家亲” ．

其实 ，数学与数学教育从来都是不可能“分

家”的 ．但由于数学教育 ，特别是基础教育所受到

的各方面影响因素众多 ，以至于在世界各国的教

育改革历程中都出现了一些像已故的张奠宙先生

所说的“去数学化” 的现象 ．我相信 ，通过数学教

育的“回家” ，可以让中小学的数学教育更好地回

归数学本质 ，聚焦数学核心素养 ．
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