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例9 已知在数列{n }中’ⅡI= ，n川=sin(号n )，n∈∈N ，求证： 
(1)0<a <a +1<1； 

(2)1-an<詈(1一an_1)n≥2)· 
分析 (1)略． 

(2)由第(1)小题知1<1+an_l<2，寻< ,17(1+n )<詈．因为an-1<口 ，所以 
l+a 

一 1>1+a1(n≥2)， 

即 

由已知得 

'IT(1+n )>手(1+。 )= >詈． 
一  

=sin詈一sin(予。 )=2c。s[子( +n )]‘sin[ ( 一n )】， 

又因为2c。s【孚(1+。 )]<1，0<号(1一。 一 )<詈，所以当 ∈0，詈)时，si眦< ，即 

1 <sin[号(1 一 )】<y (1 一 )． 
以上各种方法均为笔者的一点感想，解答中也仅给出了放缩的过程，数列不等式的放缩种类繁多，技 

巧性强，要想更好地掌握并非易事，需多加练习，及时反馈，总结归纳，灵活运用． 
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题目 若 +2xy—Y ：7( ，Y∈R)，求 +Y 

的最小值． 

这是前不久笔者在高三复习资料上看到的一 

道试题 ，给出的已知条件是二次齐次式，既含有交 

叉项 ，又含平方差的形式，与通常见到的题 目不 

太一样．关于二元的最值问题，通常是借助消元，将 

二元转化为一元问题来解决．在本题中，用 ，Y中 

的任何一个量来表示另一个量都显得很麻烦，因此 

不少师生对此题一筹莫展．笔者对此题的解法作了 
一 些研究，下面将解法展示给大家，希望能为大家 

以后解决此类问题提供一些借鉴! 

思路 1 借助第三变量表示，将待求式转化为 

第三变量的函数． 

解法 1 由 +2xy—Y =7得 

( +y) 一2 =7． 

令 y C0
，则 

【42y=47tan0 

： ec0一 tan0， ： tan0， 

于 + =( 咖一 tan )+( t舢)= 

7× 二 粤 ± ： 
1一sin‘0 

7( 瓮SIn等)． ＼ 一上， 
设 in0—2=m，则m∈(一2一 ，一2+ )，从而 

2+，， =7(一 + )= 

7 土 ]， m 
容易求得m+ ∈(一4，一2 ]，故 

≤7( 而2)= 
点评 此解法源于已知条件左边能写成 2个 

式子的平方差，解答的关键在于由( +Y) 一2y。= 

7联想到三角平方关系 S@C 0一tan 0=1，进而采用 

三角换元，将变量 ，Y统一为 0的函数 ，解答过程 

计算量较大． 

解法2 设 +Y =t(t>0)，令 =tcosO，Y= 

tsin0，代入 +2xy—Y =7得 
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t (COS 0一sin 0)+t2sin20=7， 

即 t (cos20+sin20)=7， 

得 ￡ ／
， 

显然 (t2 = 7= 
， 

故 ( ：+y2) i ： ． 

点评 和解法 1从条件人手不同，解法 2则是 

抓住待求式为平方和这一结构特点采用-Ye换元， 

解答简单清晰，让人耳目一新，可谓“此中有真意， 

欲辩已忘言”! 

解法3 由 +2xy—y2=7得 

[ +(1一西 )][ +(1+西 )]=7． 

设 +(1一 )，=t，则 

州1+4~2-)y=÷， 

联立求得 = H ·÷， 
=  (÷一 )， 

代入 + 整理可得 

= + ·
4 9
≥ ， 

当 且 仅 当 ·49 = 

± 百时，取到等号． 
点评 解法3的精妙之处在于已知条件能因 

式分解为2个一次因式的积，采用换元后便能将 

，Y统一为相同的变量．但若已知条件不能因式分 

解，解法也就“爱莫能助”了! 

解法4 设Y= ，代入 +2 一Y =7得 

(1+2k—k ) ：7， 

即 2 去 · 
由 >0知 1+2k—k >0，解得 k∈(1一√ ，1+ 

)，于是 

2+)，2=(1+ ) 2=一7× 筌 ． 
设 )： 

s )= ， 

令 s (后)=0得 k： 一1或 k：一 一1(舍去)． 

当k∈(1一 ， 一1)时，s (k)>0，S( )递 

增；当 ∈(一1+√ ，~／乏+1)时，s ( )<0，s(k)递 

减．因此 

s(．j；：) =s(一1+ )=一 ， 

即 一×(一譬)= ． 
点评 由于已知条件是齐次式，设Y=kx后很 

容易用k表示 与Y，实现双变量的分离，将问题转 

化为关于 的函数．解法 4是解决这类问题的通 

法，大有“放之四海而皆准”的气魄! 

思路2 构造含有某个量的一元二次方程，运 

用判别式法求解． 

解法5 设 +y2= ，则Y =H— ，代)vx + 

2xy—y2=7得 

2xy=7+M一2x ． 

易知 ≠O，于是 

Y ： 
笪

． (1) ——■ ■一 · Ll 

将式(1)代入 +y2= ，整理可得 

8x 一4(7+2u)x +(7+ ) =0， (2) 

于是以 为未知数的一元二次方程必有正根．由 

韦达定理知，2个根之和为正，2个根之积也为正， 

故方程的2个根若存在，则必都为正，当且仅当 

△=16×(7+2 ) 一4×8×(7+ ) I>0， 

解得 z≥ ，即 ≥ ． 

点评 通过换元，巧妙地构造出以 为未知 

数的一元二次方程，用判别式法求解，让人有种 

“曲径通幽处 ，禅房花木深”的意境! 

解法6 设X2+)，2： ，则生± =1，于是 

+2xy—y2=7× — 
． 

整理得 (7一u)x +(7+ )y2—2uxy=0． 

由 ≠0，得 

(7+“)(孝) ’考+(7一“)=o， 
因为7+u#0，所以上述一元二次方程有解，则 

△=4u 一4(7+ )(7一M)I>0， 

解得 ≥ 或 ≤一 ． 解得 M≥半 或M≤一 ． 

又u>0，故 ≥ ． 

点评 结合题目的已知条件和待求式都为二 
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次齐次式，构造出以上为未知数的一元二次方程 ， 

用判别式法求解，解答显得简捷明了，也是解决这 

类问题的通法． 

思路3 借助不等式相关知识求解． 

解法7 由题意得 

+2xy—Y = ( +Y)+y(x—Y)=7， 

由柯西不等式得 

7 =[ ( +Y)+y(x—Y)] ≤ 

(X +Y )[( +Y) +( 一Y) ]= 
2( 。+Y ) ． 

因 ∥≥ ，当且仅当 = 即xy=÷ 因此 +)， ≥ ，当且仅当 =_ 即 =÷ 
时，取到等号． 

点评 对于含有多元的最值问题，运用均值不 

等式及其变形来求解已很普遍 ，新教材已将柯西不 

等式纳人教学的重要内容，大家应努力掌握．解法 

7的关键在于将已知条件进行恰当的配凑，对学生 

的能力要求较高，但这正好符合高考“多一点想 ， 

少一点算”的要求． 

思路4 灵活借用其他数学知识求解． 

解法8 令 ： +yi，则 
+y2=Izl = · 

． 

z = 一Y +2xyi=7—2xy+2xyi． 

( )。= ～Y 一2xyi=7—2xy一2xyi， 

于是 ·(：) =( · ) =(7—2xy) +4x Y， 

即 ( ·z) =8x Y 一28xy+49， 

从而 ： 孺  
当xy=÷时，( 。+ ) i = ． 

点评 待求式 + 即为复数 = +)，i的模 

的平方，而已知条件中一Y =(yi) ，这些都为借助 

复数解决问题提供了可能．新教材对复数这一章节 

的内容进行了理性回归，这些都为利用复数工具解 

决问题提供了更广阔的舞台! 

思路5 数形结合求解． 

解法9 引入新坐标系 0 Y ，设 

f =．,17tcosO一)， sinO； 

【Y sinO+Y eosO， 

贝4 + =(~tcosO一)， sinO) +(x'sinO+y cosO) = 

( ) +(Y ) ． 

由 +2xy—Y =7得 

( cosO— sinO) +2( cosO—y sinO)( sinO+ 

Y cosO)一( sinO+Y cosO) =7， 

整理得 

(sin20+cos20)·( ) 一(sin20+cos20)·(y ) 一 

2(sin20一cos20)x'y =7． 

令旋转角0=詈，得 

( 一 ()， =7， 

即 ( 一(Y = ． 
√2 

由此可见在新坐标系下该曲线为焦点在 轴的双 

曲线，( ) +(Y ) 表示曲线上的动点到原点距 

的平方，由图形可知( ) +(Y )2的最小值即为实 

半轴距离的平方，故 

( = ： ． 
一  

点评 数形结合的思想是高中数学中重要的 

思想．本题待求式 +)，2很容易让人联想到曲线 

上的动点到原点距离的平方，只是曲线的形状判断 

要用到坐标旋转等知识，学生只需体会到问题的本 

质即可． 

思路6 借助高等数学的知识求解． 

解法1O 令，( ，Y)= +Y ， ( ，Y)= 。+ 

2xy—Y 一7，贝4 

( ，y；A)=／< ，Y)+Aq~(x，Y)= 

+Y +A( +2xy—y2—7)， 

得 ￡ =2x+A(2 +2y)=O， (3) 
= 2y+A(一2y+2 )=0， (4) 

L̂ = 一yZ+2xy一7=0． (5) 

由式(3)，式(4)消去A整理得 

2xy= 一Y ， (6) 

联立式(4)，式(5)得 

一 Z! ± ! 一Z!二 ± ! 
4 4 ’ 

开方后即得稳定点的坐标，故 

，Y) i = +Y = 

7(1+√2) 7(一1+√2) 7 
一 4-一 ==一  

4 4 2 

点评 解法 lO需要具备一定的高等数学知识 

基础，作为学生固然无需掌握．但对于教师，具备一 

定的高等数学功底和数学素养既有利于理解中学 

数学问题的来龙去脉，又有助于用高等数学思想、 

观点、方法解释和理解中学数学中的许多问题． 
“

一 滴水虽小，却能折射出整个太阳的光辉”． 

本文虽然只就一道二元齐次最值问题的解法进行 

了探讨，但其中却揭示了解决这类问题的普遍思想 

方法与技巧，可谓“秀枝一株”，学会了此题，解题 

中灵活运用便能“嫁接成林”! 
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