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数学“生成知识”教学怎么“教”

——以高一年级函数定义域教学为例

罗海霞

(江苏省连云港中等专业学校 222000)

建构主义学习理论强调，学习的真正发生就

是学习者在已有认知经验基础上生发出来的新的

认知过程．就是说要想发生学习，必须借助学习者

的原有认知结构，生成出新的认知，才能使学习行

为真正发生．这就是“生成知识”．然而，在实际中

学数学教学中，囿于教学时间的限制，而“生成知

识”教学用时较长，许多教师往往回避使用，采用

灌输式教学，奉送定义，直抛结论，忽略定义、结论

产生过程中所蕴含的丰富的数学思想和方法．殊

不知，这样就隔断了学生知识生长的过程，而只留

下一个一个知识的片段．悟性高的学生或许能将

这些片段进行逻辑勾连，优化自己的知识结构；而

更多的学生也许进行了错误的勾连，形成了错误

的认知经验，为后续的学习带来隐患．灌输式教学

看似节约了教学时间，实则漏掉了思维成长最关

键的环节，得不偿失．正所谓“磨刀不误砍柴工”，

学生一旦生成知识，许多方法或技巧就水到渠成，

这也正是弗赖登塔尔所强调的“数学学习唯一正

确的方法是知识再创造”f1】，为学生全面深刻地理

解数学奠定扎实的基础，形成自主解决问题的基

石，从而培养学生创造力．这也正是数学的核心

素养．

1数学生成知识的认识

美国教学心理学家维特罗克吸收认知建构理

论，将“生成”界定为“学生设置新模式和解释，或

者使用新模式或解释，把新信息组织进一个牢固

的整体，这个整体会弄清楚这个信息，并且使之与

他们的经验和认知相一致”【2】．生成过程就是对知

识和经验积极建构．而促使“生成知识”形成的教

学，就是“生成知识”的教学．生成教学要求教师树

立动态、变化的教学学程观，而不是刚性、封闭的

教学设计观．“生成知识”教学就是要帮助学生不

断地同化、顺应、衍生出新的认知，拓宽认知结构，

从而创生学习能力．因此，生成知识教学重“学”也

重“教”，重“主体参与”也重“结果分析”．因为学习

者在知识生成过程中面临的“问题、困惑、疑难”，

反映在教学层面上正是教学的目的、内容、重点、

难点．同时，“生成”包含从无到有的“过程性”，既

包括“生”的起点，也包括“成”的结果，对结果的分

析，可以优化生成的过程．

生成教学是为了帮助学生深入理解数学知

识、技能、思想、方法．数学知识分为显性知识和隐

性知识．显性知识是指用书面文字、数学符号、图

标直接表示的知识．隐性知识是指尚未被言语和
其它形式表述出来的知识，包括数学思想、数学方

法等．隐性知识往往存在于显性知识彼此间的关

系、结构和知识产生的过程中．对于数学知识的理

解，在教育心理学层面，分为三个层次：工具性理

解、关系性理解和形式化理解；在教学论层面，分

为三个境界：知识的理解、知识的迁移和知识的创

新．无论是理解显性知识，还是隐性知识都有赖于

学习者自身思维的参与、主动地建构、不断生成新

的认知才能实现，教师只能精心指导，耐心地“守

望”学生新知的形成．因为生成知识具有“整合生

成、自然生长、从无到有的创造、渐进性、未竟性”

的特点．即学习者运用认知结构中的因素，经过认

知经验和问题的反复作用，遵循学科本身的逻辑

结构和发展规律，被学习者有意识的思维操作和

信息加工，不是一次完成，而是很“自我”地、自然

地、渐进创造出来的知识，只有顺应学生的自有认

知经验，积极指导，耐心等待才能达到对知识的不

断提升的理解境界，即关系性理解，直至形式化理
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解，在实际解决问题的过程中能正向迁移知识，刨

造性地解决问题．

本文以高一第一册函数概念中的函数定义域

教学为例，谈谈数学生成知识教学的路径．

2数学概念教学的理解

“数学概念是数学思维的核心与逻辑起点，概

念是数学教学的基础”【3】．概念教学离不开问题的

导引，因为“问题是催生知识生成的认知动力”．而

问题解决是指个人面对问题时，引发认知需要，在

认知需要的驱动和导向下，借助非认知因素的作

用，使思维沿着认知需要的方向运行，由此不断推

动个体知识的生成．”【41纵观数学发展史，问题解

决往往催生新的数学概念．如“负数开方”问题的

解决催生“虚数”概念的诞生，对“无穷小量”是0

还不是0问题的解决，催生了“极限”概念的诞生．

概念形成过程常常就是问题解决的过程．

理查德·来什，玛莎·兰多，埃里克·汉密尔

顿关于“概念模式”的理论研究认为，概念包括四

个部分．“第一，内在关系网络，以及各种运算；第

二，使各概念的内在网络问形成联系或联结的概

念体系；第三，表征系统(如文字符号、图形等)；第

四，模式加工系统，即使前三种成分起作用并随时

修正或改造这三种成分使其适合实际情境的一种

动态机制．其中，第二、第四是概念的主要成分，第

一和第三则需要建立在对第一、第三的充分理解

的基础之上．”【51

为此，概念教学要努力围绕这个模式的四个

方面开展教学，具体在函数定义域教学中，这不

只需要教师针对数学的基本概念、原理和重要的

思想方法，从衍生性主题的设计、数学内容本质

的把握、数学关系的转化以及问题结构的明确等

方面去创设问题情境，捕捉生成资源，还需要在

此基础上对学生问题探究过程进行引导，促进学

生在学习中的思维真正参与，因此，问题是心脏，

思考是主线，更需要教师形成不断反思问题情境

中的生成资源，及时捕捉引导契机．

函数概念的诞生经历了曲折、螺旋式抽象的

过程．在高一数学教材中，函数定义域的概念是和

函数定义同时引出，属于函数定义的一部分，往往

在教学中也被一带而过．教师往往只侧重于求使

函数解析式有意义的自变量范围，忽略对函数的

定义域的结构性剖析．导致学生理解函数定义域

时出现偏差、书写不规范、对于抽象函数定义域的

理解出现困难．究其原因，就是对函数定义域概念

教学的忽视所致．华罗庚说过，数学学习中，不害

怕困难，也不要轻视容易．

3生成知识教学的路径

3．1 通过问题解决，生成概念的内在网络和表征

系统

概念教学中如何呈现概念形成的过程，暴露

概念蕴含的创造性思维，需要设计相应的问题，通

过对问题的解决，让学生自然生成“概念的内在结

构和概念的表征系统”即概念的各组成要素及关

系和概念的数学符号或图形等表征系统．因此，概

念形成的教学中，问题的设计要突出概念的内容

侧面，也要呈现其表征系统．如在函数定义域教学

中，不仅要厘清其自变量、因变量、对应法则之间

的内在关系，还需厘清用集合表示定义域、值域的

符号表征．

问题1 “如果在函数y一，(z)中，已知z一1

≤2，试问函数定义域是什么?”凸显函数定义域指

的是“自变量的变化范围”的本质，引导学生“自

得”函数定义域是自变量X的取值范围，及其在问

题中的表述方式．

问题2“函数定义域为z≤3，这样写合不合

适?”引导学生揣摩定义域的表征系统．问题2凸

显利用具体的数学模型(集合)去代表特定的数

学对象(定义域)这一概念教学中的重要过程，从

中习得概念的形成离不开数学模型的表征(如文

字、符号、图形等)．问题1和问题2的设计暴露

定义域概念中的内在关系和数学表征，使学生完

备对函数定义域概念的认知．

fx(x>／1)

问题3写出函数八d一1 1fo≤z≤昙1
L 、 厶，

的定义域．

问题4 求函数厂(z)一~／z一1+去一
(z一3)o的定义域．则通过对不同形式定义域的

求解让学生进一步修正、改进定义域的适用情境，

将定义域概念中的对应法则、自变量的内在关系，

“自化”为满足对应法则的自变量的取值范围．

至此，学生初步了解函数定义域的内在结构、

表征系统，也在认知层面上理解求解定义域就是
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使得函数式子有意义的运算方法．初步完成了“概

念模式”理论的第一层内容和第三层内容，即内在

关系网络：对应法则、定义域，以及关于定义域的

运算、表征系统(用集合或区间的形式表征定义

域)．

3．2显化隐性知识．构建概念的网络关系

隐性知识是指尚未被言语和其它形式表述出

来的知识．显化隐性知识就是从学生的视角出发，

按照学生的认知习惯，发现数学关系如对应关系、

函数关系、同构关系、相等关系、不等关系、包含关

系，或数学对象所具有的思维活动赖以依存的条

件，并将含有未知目标X的数学关系(S，z)反

映到一组较具体的数学关系(或具体的未知关

系)和学生的相关现实背景中，以激发学生的数

学思考，教师的任务是帮助学生发现数学关系、

运用、生成新知州61，即教师要将学生准备学习的

内容借助已能掌握的知识“借壳生蛋”，即捕捉生

成知识的资源，通过生成知识资源作为生长点和

分析问题的人手点，进行点拨、引导，直至发现数

学关系，生成解决问题的思路和方法．

问题5“已知函数厂(z)的定义域为[一1，

1]，求f(2x)的定义域”．利用对应法则和定义域

的对应关系，引导学生思考对于“，(z)的定义域

为[一1，1]”可以理解为“对应法则，只有作用在
[一1，13上才“名正言顺”．这样构建出“对应法则

的作用范围等价于定义域的数学模型”，再采用类

似于求解具体函数解析式定义域的“认知图式”，

迁移问题4的认知经验，学生自悟，欲求f(2x)的

定义域，只要将2x放进[一1，1]这个“笼子”里就

能使得，有(名正言顺)了，即一1≤2z≤1，从而
广 1 1 1

得出f(2x)的定义域为l一÷，寺1．此处，教师通
L ‘， 厶．J

过将问题4的经验作为生成知识的资源，明确求

函数定义域是求出使得函数有意义时自变量的范

围，将抽象的函数定义域问题借助具体函数定义

域进行显化，再结合对题意中“，(z)的定义域为

[一1，1]”就是“，这个对应法则只有作用在[一1，

1]上才有意义”的理解，点拨、引导学生顺利生成

解决问题的思路．

3．3利用特殊刭一般．凸显概念的内在联结

教学中通常采取一定的方法，如一般到特

殊、抽象到具体、变换法(等价变换、不等价变

换)、模型法等，来发现“数学对象间可以确切的

关系”．人们对于直观、明确问题的理解易于对抽

象、隐晦问题的理解．对抽象问题的理解一般都建

立在对具体问题的理解的基础之上．教学中，通过

具体问题的设计，帮助学习者自然生成对抽象问

题的认知．

问题6已知函数f(2x)的定义域为[一1，

1]，求，(z)的定义域．

学生对于已知条件“f(2x)的定义域为[一1，

1]”的理解包含两个难点，导致学生无从下手．第

一学生对于“f(2x)的定义域为[一1，1]"中的

[一1，1]究竟是“z的范围”还是“2z的范围"有疑

问；第二学生不太理解“2z与，间的约束关系”．

第一个难点，在充分理解函数定义域概念的前提

下容易解决．第二个难点，教师指导学生从第一个

难点的突破人手．而对于特殊值呈现出的规律的

认知是进行抽象认知的基础和出发点．
A 1 1 A

师：当z=一1，一÷，一寺，寺，÷，1时，对应
U 厶 厶 J

的函数值是什么?

学生易于理解，“，能够作用的范围”是

[一2，2]，“自得一一2≤2x≤2．

师：反恩如何从条件出发得到该结果?

生：从题目条件出发，“f(2x)的定义域为
[一1，13”即一1≤。≤1，而，能够作用的范围是

2z的范围．故而易于得出一2≤2z≤2，这正是使

得，有意义的范围，即厂(z)的定义域．

由特殊到一般，是理解抽象问题的常用策略．

问题6对于学生来说是比较抽象的问题，从历年

的教学中发现，学生理解比较困难．究其原因，学

生对定义域和“对应法则，的作用范围”之间的关
A 1

系容易混淆．教师通过对当z一一1，一÷，一寺，
U 厶

1 ■

告，÷，1时，求对应的函数值的方法，帮助学生较
厶 J

为直观地理解“f(2x)的定义域为[一1，1]”即

一1≤z≤1，而，能够作用的范围是2z的范围，

使得f(2x)中的“，”这一抽象符号的作用范围跃

然纸上．如果在这里直接采用换元法，令t=2x，

强调2z是整体变元，虽然一样得到正确的解答，

却会掩盖自变量的范围和，作用范围之间的关

系，不利于学生自主生成这类问题的解题方法，这
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样处理为生成换元法奠定了基础．

3．4应势利导。生成概念的动态机制

“在大多数数学家眼中，数学是对结构的研

究，数学内容由许多结构组成，学习数学就是生成

结构并运用结构"[81的动态过程，其中形成规律的

方法或解决问题的范式就是动态机制．这正吻合

了史宁中教授对数学核心素养的理解，即“用数

学的眼光观察数学世界，用数学的思维分析现实

世界，用数学的语言表达数学世界，，【71，最终达到

用数学的模型解释世界．

问题7 比较下列函数定义域和对应法则的

异同．

(1)试求函数f(2x)=∥两的定义域；
(z)求，(z)=~／z一1定义域．

学生容易得到二者的定义域不同．(1)的定义
广-1 、

域是I寺，+。。)；(2)的定义域是[1，+oo)．而对
L厶 ，

应法则，一样．

师：“z的范围”即定义域是否一定就是“使

得，有意义的作用范围”?

生：“使得厂有意义的作用范围”就是“，(z)

=~／z一1的定义域”．

至此，学生已经洞若观火．教师并未就此结

束，给出了下面的问题：

问题8(在例4的条件基础上变式)已知函

数f(2x)的定义域为[一1，1]，求厂(z+1)的定义

域，学生容易理解，z+1必须落在，的作用范围

内，即一2≤z+1≤2，得出一1≤z≤1即f(x+1)

的定义域为[一1，1]．
，1、

问题9已知函数，(÷)的定义域为[1，2]，
、山，

求，(z)的定义域．

生：就是要找出厂的作用范围，此题中就是
1

÷的取值范围，为，(z)的定义域．
工

1

师：此问题可以转化为已知z∈[1，2]，求土
正

1

的取值范围．为了书写方便，可令￡一三，即求t的
工

取值范围．

至此学生构建了换元法用以解决“整体化”问

题，最终体会整体化思想，为后续的换元法求值

域、最值等问题奠定了正迁移的基础．

“数学概念的生成资源开发一般是在探究解

题方法的过程中进行，是例题教学的重要环

节，，[9|．引导学生反思定义域和“使得，有意义的

作用范围”之间的关系，并以此为依据解决问题，

拓展了学生对函数定义域的二次理解．这个过程

不是教师直接灌输给学生，而是不断地顺势利导，

使得新的认知水到渠成．教师顺势给出问题8，通

过化归思想的不断应用，学生可以顺利接受换元

法求解函数定义域问题的范式．这一范式在后续

的复合函数单调性、最值等问题中还会经常使用．

换元法往往让学生感到神秘．通过本题的不断转

化，使学生领会到换元法纯粹是为了方便研究较

为复杂式子，将其作为整体采用的一种方法．这为

学生在以后的学习中灵活应用此法，提供了数学

的思维策略．

4结束语

教育是关乎学生未来发展的大计，数学教育

不能太过功利．发展学生的认知结构，促进学生数

学思维能力的发展，是数学教育应一贯秉持的观

点．依据学生的已有认知经验，不断生成新的认

知，使学生体验不断丰富的数学认知，感受思维成

长的成就感和幸福感，从而不再畏惧数学，也许这

就是数学教育成功的表现．
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