
立足“厚”“薄”教学　 培养数学抽象素养

江苏省灌南高级中学　 (222500) 　 唐志林　 刘鑫钧

　 　 《普通高中数学课程标准(2017)》 (以下简称

《新课标》)最大的一个亮点就是数学核心素养的提

出. 史宁中教授曾指出新课标所设定的核心素养的

本质就是抽象、推理、模型[1],而数学抽象素养又居

于六大核心素养的首位,因此对于如何培养和发展

学生的数学抽象素养就显得尤为重要. 然而在高三

复习教学中学生往往只见“厚”的教学,却未见教学

的“薄”,因此需要提高学生对问题不断抽象的水

平,从而把握问题本质. 本文拟就在“厚”“薄”数学

观下研究如何培养学生的数学抽象素养.
一、“厚”“薄”数学观与数学抽象素养

(一)“厚”“薄”数学观

道生一,一生二,二生三,三生万物,学习的关

键在于领悟到 “道”,而要领悟到 “道” 就需先得

“一”,这个“一”应该是简单的,也是最本质的. 在平

常的教学中,我们总是追求结论清晰,尽量做到一

言以蔽之,就是对“薄”的追求. 同时我们也总是希

望解法简洁明了,让学生一看就能明白问题的本

质,亦是对“薄”的苛求. 因此,“薄”就是简单、简洁、
简约,就是老子所讲的“一”,是我们在数学教学中

的最高追求. 然而在高三复习教学中学生往往被厚

厚的书本和沉甸甸的试卷压得喘不过气来,教师不

断的重复拉网式的讲题,使学生不堪忍受. 因此,
“厚”体现在多杂、繁杂、乱杂,就是老师所讲的“万
物”. 平常教学中的“厚”使得学生陷入题海而不能

自拔,使得学生只见“万物”而未得“一”.
(二)数学抽象素养

所谓抽象,是指从一类事物中舍去个别的、非
本质的属性,抽取共同的、本质的属性的思维过程.
抽象的本质是对同类事物的刻画与构造. 数学抽象

是指通过对数量关系与空间形式的抽象,得到数学

研究对象的过程. 主要包括:从数量与数量关系、图
形与图形关系中抽象出数学概念及概念之间的关

系,从事物的具体背景中抽象出一般规律和结构,
并用数学语言予以表征. 数学抽象具有纯粹性、层
次性、形式化等特征.

一是纯粹性. 数学抽象只考虑数量关系与空间

形式,譬如我们只见过直的木棍,直的铅笔,但是谁

又曾见过数学研究对象中真正的“直线”. 经数学抽

象所得到的概念、命题等是属于“理性的世界”. 譬
如,用笔画出了圆,圆画好了,但这真的是圆吗? 事

实上线条上的每个点一定不会跟圆心有相同的距

离,因此是个不完美的圆,而数学定义上的圆,线条

不能有宽度,线条上的点到圆心的距离都是相等

的. 真正的圆是不可画,也不可见,只能通过思想认

知,圆是作为一个理性来认知,因而数学抽象具有

纯粹性.
二是层次性. 对于有感性的、现实的事物或问

题上升为数学抽象,往往需要经历多个层次,即可

以进行多级抽象. 从现实中的距离感抽象出欧式几

何中的距离,再逐级抽象到泛函分析中距离的概

念:X 是任意一非空集合,对于 X 中任意三点 x,y,z,
存在一实数 d(x,y)满足 d(x,y)≥0,当且仅当 x = y
时取等号;d( x,y) = d( y,x);d( x,y)≤d( x,z) +
d(z,y),则称 d(x,y)为 x 与 y 之间的距离. 正如徐

利治教授所说:数学抽象概念的发展是具有层次性

的. 抽象层次越高,概括性亦越强,其应用就更具广

泛性.
三是形式化. 数学符号是数学思维的重要载

体,大量数学符号的使用,才使得对数学对象的研

究转为形式化的分析变得可能,使得数学概念、命
题及公式等在表述上更加简洁、严谨,在思维上更

加清晰、有序,在理解上更容易认识本质结构及内

在联系.
二、“厚” “薄”数学观下数学抽象素养培养的

策略

我们认为,应该从展“形”、变“形”与析“形”,
忘“形”,得“一”这五个过程来阐述在高三复习教学

中如何忘“形”得“一”,实现教学的“厚”向教学的

“薄”的转化.
(一)展“形”———表征图形中元素位置形态

《普通高中数学课程标准》(2017)强调:对学生

“直观想象”这一数学核心素养的培养,指借助几何

直观和空间想象感知事物的形态与变化,利用空间

形式特别是图形,培养理解和解决数学问题的素

养. 因此,在解题教学中要鼓励学生把试题中元素

的位置形态用图形语言表示出来. 从哪入手呢?
例　 过点 P( - 4,0)的直线 l 与圆 C:(x - 1) 2

+ y2 = 5 相交于 A,B 两点,若点 A 恰好是线段 PB 的

中点,则直线 l 的方程为　 　 　 　 .
例题的图形表征大致如图 1 所示,在表征的过

程中认识到只有当 l 处于一个特定位置的时候,A
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图 1

才可能恰好是线段 PB
的中点,在画图的过程

中,发现学生画图的顺

序有所不同,有的同学

是先画直线,后标注点

A,B,即先产生直线,因
此可以先假设直线斜率

k,然后求点;也有同学先画点,再连接两点所在直

线,最后出现另一点,这样就可以设点来做. 利用几

何图形描述问题,借助几何直观理解问题,在图形

表征过程中实现了动态的理解问题.
(二)变“形”———变换图形中元素及位置关系

解题教学不仅要一题多解,更要善于多题归一,
要善于对问题进行变式,通过变式教学,使数学教学

有层次地递进,从而深化对这类问题本质的认识.
1. 改变元素

①由定点变动点得到:
变式 1　 过点 E(2,t)作直线 l 与圆 C:x2 + y2 =

1 交于 M,N 两点,若 M 点恰好是线段 NE 的中点,
则实数 t 的取值范围是　 　 　 　 .

②由竖线变斜线得到:
变式 2　 已知圆 C:(x - 2) 2 + y2 = 1,点 P 在直

线 l:x + y + 1 = 0 上,若过点 P 存在直线 m 与圆 C 交

于 A,B 两点,且点 A 为 PB 的中点,则点 P 横坐标 x0

的取值范围是　 　 　 　 .
③由定圆变动圆得到:
变式 3 　 已知△ABC 的三个顶点 A( - 1,0),

B(1,0),C(3,2),其外接圆为☉H. 对于线段 BH 上

的任意一点 P,若在以 C 为圆心的圆上都存在不同

的两点M,N,使得点M 是线段 PN 的中点,求☉C 的

半径 r 的取值范围.
2. 变更条件

①由中点变向量得到:

图 2

变式 4　 如图 2,在平面直

角坐标系 xOy 中,已知以 M 为

圆心的 M:x2 + y2 - 12x - 14y +
60 = 0 及其上一点 A(2,4). 设
点 T(t,0)满足:存在圆 M 上的

两点 P 和点 Q,使得TA→ + TP→ =
TQ→,求实数 t 的取值范围.

②由直线变动圆,中点变比例得到:
变式 5　 在平面直角坐标系 xOy 中,圆 C1:(x +

1) 2 + (y - 6) 2 = 25,圆 C2:(x - 17) 2 + (y - 30) 2 =
r2 . 若圆 C2 上存在一点 P,使得过点 P 可作一条射

线与圆 C1 依次交于点 A,B,满足 PA = 2AB,则半径 r
的取值范围是　 　 　 　 .

(三)析“形”———整合相关图形

例题及相关 5 个变式的图形表征如上图所示,
下面需要的就是整合这六个图形,即把一些零散的

内容通过某种方式而彼此衔接,其主要的精髓在于

将零散的要素组合在一起,并最终形成有价值有效

率的一个整体.
(四)忘“形”———抽象基本模型

首先,我们可以看出例 1 至变式 2,定点变动

点,直线可以是横线(x 轴)亦或是竖线与斜线,其中

线段比例关系为 1∶ 1,圆始终是定圆. 因此,这三个

图形可以抽象为下列一个基本的模型.
模型一　 过直线 l 上一点 P 作一条直线,交定

圆于 A,B,其中 PA∶ AB = 1∶ 1.
接下来,我们发现,变式 3 图形中的点 P 在一

线段上,而定圆则变为一动圆,而变式 5 图形中的点

P 则变为在一动圆上,仍然是作一条割线,只不过比

例关系变为 2∶ 1,最难整合的就是变式 4 了,我们对

向量等式TA→ + TP→ = TQ→进行分析后,发现TA→ + TP→ =
TQ→,即TA→ = PQ→,即AT→与PQ→共线,而变式 3 中的PM→与

MN→共线,变式 5 中的PA→与AB→共线,这样在向量共线

这一背景下就可以将它们整合为下面一个基本的

模型.
模型二　 已知直线 l 或圆 C(部分)上一点 P,

圆 H 上一点为 M,在圆 H 上存在两点 A,B,使得PM→

= λ AB→. 其中 M 与 A,B 中的某个点可以相同.
(五)得“一”———对模型本质的概括与普适性

解法的提炼

在高三的解题教学之中,如果我们就题讲题,
那么教师与学生都将陷于题海之中而不能自拔,如
何得其“一”,而忘其形呢? 关键的一步就是要对题

型及解法抽象,并实现归一.
1. 题型的概括抽象

在直线与圆的解题教学中,这几个试题的外在

之“形” 各不相同,但是通过展 “形”、变 “形”、析
“形”之后,通过对一道试题读“厚”,学生慢慢的能

看到问题的本质,下面需要的就是引导学生将其读

“薄”,即一言以蔽之,“之”就是试题的本质. 通过分
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析,我们发现,以上六种题型,实质上就是:过曲线 C
上一点 P 引一条直线与另一条曲线 C1 交于两点 A,
B,PA→与AB→共线. (特别的,AB 平移至其它位置时变

为 A1B1,那么PA→与AB→共线就变为PA→与A1B1
→

共线).
2. 解法的提炼与统一

由以上分析我们发现这些试题本质上是一类

题型,因此,在教学过程中应引导学生掌握这一类

题型的普适性解法,而不是一题一题的讲解. 为便

于具体说明,这里以曲线 C 为直线或圆,C1 为圆 H:
(x - a) 2 + (y - b) 2 = r2 为例.

通法:假设 P(x0,y0),A(x1,y1),由PA→ = λ AB→,

得 B(( 1
λ + 1)x1 - 1

λ x0,(1 + 1
λ )y1 - 1

λ y0),由于点

B 在圆上,代入圆方程得 ((1 + 1
λ )x1 - 1

λ x0 - a )
2

+ ((1 + 1
λ ) y1 - 1

λ y0 - b )
2
= r2,将方程整理变形

得(x1 -
aλ + x0

λ + 1 ) 2 + (y1 -
bλ + y0

λ + 1 ) 2 = ( rλ
λ + 1)

2①,由

点 A 在圆上得(x1 - a) 2 + (y1 - b) 2 = r2②,观察方

程①②,从形的角度发现从方程①②表示相应的圆

H:(x - a) 2 + (y - b) 2 = r2 与圆 G:(x -
aλ + x0

λ + 1 ) 2 +

(y -
bλ + y0

λ + 1 ) 2 = ( rλ
λ + 1)

2 有公共点,然后再利用圆

与圆的位置关系获得 x0,y0 的另外一组关系式 M
(x0,y0) = 0,又因为( x0,y0)在直线或圆上,即直线

或圆与曲线 M(x0,y0) = 0 有公共点. 从而建构不等

关系,这样就获得了一类问题的解决.
三、结语

教师在平常的解题教学过程中不仅要让学生

获得问题的解决,更应当培养学生对一类问题解决

的能力,这就需要对问题不断的展“形”、变“形”、析
“形”将知识读厚,通过忘“形”及抽象将知识、方法

不断读薄,乃至得“一”,让学生不断经历抽象的过

程,培养学生对一类问题模型的识别与概括能力,
让学生领悟一类问题解决的具有普适性的思维方

法. 既要看到树木,更要看到深林. 不仅要锻炼学生

解决问题的灵活性,更要突出对解法共相、本质上

的提炼,从而使数学抽象素养在课堂上真正落地.
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从“定义描述”到“逻辑推理”

———由“曲线与方程”课堂教学引发的思考

浙江省象山县第二中学　 (315731) 　 马燕青

　 　 最近,笔者参加了县教坛新秀的课堂教学评

比,课题是“曲线与方程”. “曲线与方程”是解析几

何核心思想———“用代数方法研究几何问题”的理

论依据,它解释了曲线与方程之间的对应关系,展
现了“数与形”、“静止与运动”的对立统一. 因此,本
节课在高中数学中的教学地位非常重要.

1 教学的目标定位:“学生能够描述定义”
在教材(人教 A 版)中,本节课只占区区“30 余

行字”,所有的内容都是围绕着“曲线方程”与“方程

曲线”的概念展开,因此,笔者认为本节课的教学目

标就是让学生理解什么是“曲线方程”与“方程曲

线”的基础上能够对具体的问题进行“纯粹性”与

“完备性”的证明. 主要教学过程如下:

1. 1 创设情境,引入课题

问题 1　 已知曲线 C:第一、三象限角平分线和

三个方程 f( x,y) = 0:①x - y = 0,②x - y = 0( x≥
0),③| x | = | y | ,试判断 :

(1)曲线 C 上各点的坐标是否都是相应方程

f(x,y) = 0 的解 ;
(2) 以相应 f(x,y) = 0 的解为坐标的点是否都

在曲线 C 上?
意图:直接设问明晰思考方向,适当反问诱发

学生的深入思考,为曲线与方程概念的获得铺设第

一步台阶.
问题 2　 你能写出下列图 1,图 2 曲线对应的方

程吗?
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