高二周末6附加
1．用数学归纳法证明：对于任意的[image: image1.png]neN
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2. 如图，在棱长为3的正方体ABCD－A1B1C1D1中，A1E＝CF＝1.

(1)求两条异面直线AC1与BE所成角的余弦值；

(2)求直线BB1与平面BED1F所成角的正弦值．
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3. 如图，四棱锥S－ABCD的底面是正方形，SD⊥平面ABCD，SD＝AD＝a，点E是SD上的点，且DE＝λa(0<λ≤1)．
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(1)求证：对任意的λ∈(0,1]，都有AC⊥BE；

(2)若二面角C－BE－A的大小为120°，求实数λ的值．

4．是否存在正整数[image: image5.png]


，使得对任意正整数[image: image6.png]


都能被36整除？若存在，求出[image: image7.png]


的最小值，并用数学归纳法证明你的结论；若不存在，请说明理由.
1．【解析】证明：（1）当[image: image8.png]


时，左边=[image: image9.png]


=右边，命题成立； 
（2）假设当[image: image10.png]


（ [image: image11.png]ke
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； 
当[image: image13.png]


时
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即，当[image: image16.png]


时，命题成立.
综上所述，对于任意的[image: image17.png]neN
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2. ．解　(1)以D为坐标原点，DA，DC，DD1所在直线分别为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系D－xyz，如图所示．
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则A(3,0,0)，C1(0,3,3)，B(3,3,0)，E(3,0,2)，

eq \o(AC1,\s\up6(→))＝(－3,3,3)，eq \o(BE,\s\up6(→))＝(0，－3,2)．

所以cos〈eq \o(AC1,\s\up6(→))，eq \o(BE,\s\up6(→))〉＝eq \f(\o(AC1,\s\up6(→))·\o(BE,\s\up6(→)),|\o(AC1,\s\up6(→))||\o(BE,\s\up6(→))|)＝eq \f(0－9＋6,3\r(3)×\r(13))＝eq \f(－\r(39),39)，

所以两条异面直线AC1与BE所成角的余弦值为eq \f(\r(39),39).

(2)D1(0,0,3)，eq \o(BE,\s\up6(→))＝(0，－3,2)，eq \o(D1E,\s\up6(→))＝(3,0，－1)，eq \o(BB1,\s\up6(→))＝(0,0,3)．

设平面BED1F的法向量为n＝(x，y，z)，

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(n·\o(D1E,\s\up6(→))＝0，,n·\o(BE,\s\up6(→))＝0，))得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(3x－z＝0，,－3y＋2z＝0，))
所以eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y＝2x，,z＝3x，))故n＝(x,2x,3x)，不妨取n＝(1,2,3)，

设直线BB1与平面BED1F所成角为α，则

sin α＝|cos〈eq \o(BB1,\s\up6(→))，n〉|＝eq \b\lc\|\rc\|(\a\vs4\al\co1(\f(9,3×\r(14))))＝eq \f(3\r(14),14).

所以直线BB1与平面BED1F所成角的正弦值为eq \f(3\r(14),14).
3．(1)证明　以D为原点，分别以eq \o(DA,\s\up6(→))，eq \o(DC,\s\up6(→))，eq \o(DS,\s\up6(→))的方向为x轴、y轴、z轴正方向建立如图所示的空间直角坐标系D－xyz，
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则A(a,0,0)，B(a，a,0)，C(0，a,0)，D(0,0,0)，E(0,0，λa)，eq \o(AC,\s\up6(→))＝(－a，a,0)，

eq \o(BE,\s\up6(→))＝(－a，－a，λa)．

∴eq \o(AC,\s\up6(→))·eq \o(BE,\s\up6(→))＝0，对任意λ∈(0,1]都成立，即AC⊥BE恒成立．

(2)解　设平面ABE的法向量n1＝(x1，y1，z1)，

∵eq \o(AB,\s\up6(→))＝(0，a,0)，eq \o(AE,\s\up6(→))＝(－a,0，λa)，

∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(n1·\o(AB,\s\up6(→))＝0，,n1·\o(AE,\s\up6(→))＝0，))即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y1a＝0，,－ax1＋λaz1＝0，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y1＝0，,x1－λz1＝0.))
取z1＝1，则x1＝λ，n1＝(λ，0,1)．

设平面BCE的法向量为n2＝(x2，y2，z2)，

∵eq \o(BC,\s\up6(→))＝(－a,0,0)，eq \o(CE,\s\up6(→))＝(0，－a，λa)，

∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(n2·\o(BC,\s\up6(→))＝0，,n2·\o(CE,\s\up6(→))＝0，))即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－x2a＝0，,－ay2＋λaz2＝0，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2＝0，,y2－λz2＝0.))
取z2＝1，则y2＝λ，n2＝(0，λ，1)．

∵二面角C－BE－A的大小为120°，

∴cos〈n1，n2〉＝eq \f(n1·n2,|n1||n2|)＝eq \f(1,1＋λ2)＝eq \f(1,2)，λ∈(0,1]，解得λ＝1，

∴λ＝1为所求．
17．【解析】由[image: image21.png]f(m) =(2n+7)3" +m



，得[image: image22.png]
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，
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.要使得[image: image26.png]f(m) =(2n+7)3" +m



对[image: image27.png]1234




都能被36整除，最小的正整数[image: image28.png]


的值为9，
由此猜想最小的正整数[image: image29.png]


的值为9，即[image: image30.png]f(m) =(2n+7)3" +9



.
下面用数学归纳法证明：
（1）当[image: image31.png]


时，显然成立.
（2）假设[image: image32.png]


时，[image: image33.png]f(k)



能被36整除，即[image: image34.png]F(K)= (2 +7)-3% +9



能被36整除.
当[image: image35.png]


时，[image: image36.png][20k+1) +7]:351 +9 = 3[(% +7):3* +9] +18(31 1)



，
由于[image: image37.png]371-1
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能被36整除.
这就是说，当[image: image39.png]


时，[image: image40.png]f(n)



也能被36整除.
由（1）（2）可知对一切正整数[image: image41.png]


都有[image: image42.png]f(m) =(2n+7)3" +9



能被36整除，[image: image43.png]


的最小值为9.
