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提高解题能力从数学阅读开始 
 

冯福华    董  涛 
福建师范大学数学与统计学院（350007） 

 
1 引言 
近几年的数学高考卷中出现了一个新的趋势，

加强了对统计内容的考查，阅读的篇幅加大，这说
明高考对学生的数学阅读能力的要求在提高．在任
子朝等[1]的调查研究中表明学生不能很好地接受
新颖的题目，得分率普遍较低．提高学生的数学阅
读能力首当其冲． 

数学阅读的范围宽泛，比如教材的阅读，习题
的阅读，课后资料的阅读等等．笔者这里主要讨论
对数学解题中对题目的阅读．数学解题过程包括弄
清题意、制定计划、执行计划和检验反思．对数学
题目的阅读，主要在弄清题意阶段．弄清题意包括
读题、部分的分析与探索．解题过程是否流畅，源
头在于学生能否弄清题意．弄清题意就是弄清条件
是什么、要解决的问题是什么和问题的实质是什
么．包括解释、举例、分类、概括、推论、比较、
区分要害、重新组织题意、弄清问题实质． 

在数学阅读的过程中，元认知的参与必不可
少，包括元认知知识和元认知技能．元认知知识如
题目认识方面的知识、策略性知识等．元认知技能
如监控与调节：注意到问题的所有条件了吗？条件
是明显还是模糊？正确了解目标状态了吗？目标
状态是明显还是模糊？是否评估了自己现有知识
和问题的关系？学生在解题的过程中会遇到一些
障碍，比如对考查的知识记忆模糊、对问题的类型
不清楚、忽略关键字、思维定式等等．这些问题都
来自学生没有养成一个良好阅读题目的习惯．学生
总是在解题上受挫，学习数学的信心必将下降． 

读懂题目是解题的前提，那么怎样的读题过程
才是有益于解题的呢？下面就以 2019 年高考全国

Ⅱ卷理科第 20 题为例进行分析． 
2 题目的阅读理解过程 

题目 已知函数 1( ) ln
1

xf x x
x

+
= −

−
． 

（1）讨论 ( )f x 的单调性，并证明 ( )f x 有且仅
有两个零点； 

（2）设 0x 是 ( )f x 的一个零点，证明曲线 y =  

ln x 在点 0 0( ln )A x x， 处的切线也是曲线 exy = 的切
线． 

2.1 分析题目的类型 
首先看到一道题要能判断出题目的类型，每种

类型的题目有基本的解法、必须满足的条件．有针
对性地搜索关键信息，发掘隐含信息，能够帮助学
生做出预见． 

此题是一道典型的导数求单调性、零点的问
题．其次对题干和问题进行解释．题目背景是由指
数函数和分式函数复合构成的超越函数．由问题表
征知要会对这两种类型的函数进行求导、注意定义
域．清楚证明零点存在的方法以及对零点分布的情
况作出判断，用数学符号语言将问题翻译过来理
解．最后清楚问题的实质，证明一条公切线的存在
即证明两条曲线上的两点构成的直线与两曲线都
相切，即证明两切点在两曲线上的斜率与两切点求
出的斜率相等． 

2.2 把握题目目标、搜索关键信息 
讨论函数的单调性，并证明有且仅有两个零

点．零点问题需讨论函数的单调性，由单调性判断
零点的个数．怎么判断在区间上有零点？由零点存
在性定理：若在开区间内存在两点 a b， 使得 ( )f a <  

( ) 0f b < ，则可判断有零点．在有零点的情况下，
进而分析有几个零点．“有且仅有”说明有零点而且
只有两个零点，由第一步可知定义域由两部分构成
(0 1)， ， (1 )+ ∞， ．由此作出猜测，函数要么分别在
两个区间内单调且穿过 x轴，要么只在某一个区间
上有两个零点．证明“曲线 ln=y x在点 0 0( ln )A x x，

的切线也是 exy = 的切线”，即这条切线是一条公切
线，在某点的切线可通过求导得到斜率，证明其斜
率相等，借助图象帮助理解．可用条件： 0x 是 ( )f x

的零点即 0
0

0
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2.3 挖掘隐含信息 
数学语言有高度概括性和抽象性的特点．学生

需要在自然语言、图象语言与符号语言中灵活的转
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换．往往题目越简洁明显可用的条件就越少，需要
挖掘其中隐含的条件． 

此题中隐含的条件有定义域．函数由对数函数
和分式函数复合组成，对数函数的定义域保证真数
大于零，分式函数的定义域保证分母不为零．隐含
的信息还有在点 A 处的斜率，需求出 exy = 在某点
的斜率，以及这条切线的斜率．若能证明这三个斜
率是相等的，就可说明其切线是一条公切线． 

2.4 联想与匹配 
看到问题若可直接利用公式、定理、法则进行

解决则不需要联想，若在读题的过程中对题目感到
陌生则要在脑海里进行搜索相同或相近的图式，根
据图式分析问题． 

此题并不是一道新颖题，在 2016 年的全国理
数 2 中填空题第 16 就考过．填空题是已知这条公
切线，求公切线中的参数问题．而此题是要证明存
在一条公切线，问题的本质都是考查导数的几何意
义，基本方法是设点求斜率，只是问法不一样． 

2.5 监控与反思 
整个读题的流程下来，要对各个环节进行监

控．检查各个环节有没有偏离方向，及时进行调整，
一步步完善对题目的理解．完整地读题之后，要对
读题过程进行反思．题目的分析是否正确？条件都
利用了吗？这样想会走弯路吗？拟定的计划执行
起来会不会有困难？无论在读题中、解题中、解题
后反思都是非常重要的环节，只有不断地反思才能
在各个环节中少犯错误从而逐渐完善解题． 

3 数学阅读的教学策略 
数学语言的高度概括性和抽象性，使得数学阅

读有别于一般阅读．数学阅读是一个需要不断假
设、验证、想象、推理的过程．学生往往不注重数
学阅读，尤其忽略对教材阅读．学生认为只要会模
仿做题就行了．但实际情况是学生在做题的过程中
也屡屡受挫，有思路但过程不完整，过程完整但结
果不对，没有一个正确的解题过程．数学解题实质
是考查学生对数学概念、命题的掌握情况．教师在
教学的过程中要使用适当的教学策略进行数学阅
读，例如从理解的几个方面，如解释、分类、比较、
举例、说明入手，帮助学生提高数学阅读的效率． 

3.1 元认知策略 
元认知策略包括计划策略、监测策略、调整策

略．实践研究表明，阅读的元认知策略是最有效的

策略．在进行数学阅读教学的最初，制定好阅读计
划，明确目标，选择可行的方法．在阅读的过程中，
时刻提醒自己选择的目标是否正确，选择的信息对
自己要解决的问题是否有帮助，有没有走弯路，能
够识别出哪些地方需要泛读而哪些地方需要精读，
在精读的时候要读出哪些东西．在阅读的后期，对
阅读过程中可行和不可行之处作出反馈，搜集信息
对后期阅读进行调整，排除障碍优化策略． 

例如在本题的阅读时，首先明确目标是导数的
证明题，题目简短需要挖掘的信息多，需要对题干
和问题进行细致的分析．其次在精细阅读时，找出
有关的信息，如定义域是什么，怎么证明其有两个
零点，回忆关于零点存在证明的方法，这些都可以
写在题干旁．第二小问中看出问题的本质––求切线
的问题实质是求斜率的问题，也即导数的几何意
义．例如：“已知函数 2( ) e ( 2)ex xf x a a x= + − − ，若

( )f x 有两个零点，求 a的取值范围．”从题干入手，
由元认知策略的指导发现可以与二次函数进行类
比，脑海里出现与二次函数有关的图式．求 a的取
值范围其实质还是讨论函数的单调性，已知有两个
零点是对讨论进行了限制，即在满足有两个零点的
情况下求出 a的范围才是正解，一个零点、三个零
点、无零点等都不符合要舍去．读完之后反思读题
过程中出现的问题，进行修改． 

3.2 指导策略 
数学阅读过程中遇到阻碍，教师可以提示学

生，帮助学生继续读下去．在教学中教师先对教学
计划作出预判，判断学生在哪些地方会想不通，比
如概念混淆不清、悟错题意、忽略条件，这时教师
要做怎样的提示．比如是粗略地给点提示还是进行
详细的示范，可根据阅读的内容进行选择．教师在
对学生进行读题示范时，要示范对题分类．对题目
进行解释即可把题目从文字语言转化成用符号语
言表示或者用图象表示．在遇到不熟悉的表达时可
让其与原有认知进行比较，在学生的最近发展区进
行激活． 

教师可将题目转换成学生熟悉的表达方式，例
如本题的第一小问改成“证明 ( )f x 有且仅有两个零
点”．读题分析时教师可给出提示求零点问题即求
函数的单调性，由单调性讨论有没有零点，即将这
个问题换一种说法就是第（1）问的说法．同样地，
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“已知函数 2( ) ( 2)e ( 1)xf x x a x= − + − 有两个零点，求
a的取值范围”．看似不熟悉，实则是同样的问题，
都是讨论函数的单调性． 

透过现象看到问题的本质，学生在读题时要善
于将不熟悉的问题转化为自己的语言去理解，善于
将问题进行归类，可以由一道题学会解决一类
题．绝大多数情况下可以借助图象来帮助理解题
意，边画边理解，如点在图象上时怎么用数学符号
表示，尽可能地把已知条件在图上标出．教师边读
题边写下关键信息，对每一个信息进行自我解释，
这个条件对解题是什么作用，如果是有用条件说出
其用处，支撑这一步的理由是什么；如果遗漏条件
说出为什么会遗漏，哪方面知识有欠缺，不停地进
行自我解释．学生在以后的学习中按照教师的做法
学会自我解释，不断说出每一解题步骤存在的理
由，发现自己空缺的知识，不断地填补空缺． 

3.3 问、思、说策略 
数学学习中少不了多问、多思考、多表达．苏

霍姆林斯基说：“让学生变聪明的方法，不是补课，
不是增加作业量，而是阅读、阅读、再阅读．”数
学的教学也是语言的教学，通过数学阅读提高自学
能力．带着问题阅读，在阅读中思考，在阅读后进
行表述．数学阅读培养学生发现和提出问题的能
力，培养学生的逻辑推理能力，学会数学阅读将使

学生终生受益．学生可以用出声思考法进行阅读，
在阅读时多问为什么要这样写，自己的理解是什
么，自己可不可以将其进行改编．思考该题考查的
知识点是什么，概念是否清晰，此处有没有陷阱，
以前犯过错误的吗？考虑全面了吗？以前有见过
类似的题型吗？自己是怎么去处理的，涉及到了哪
些数学思想方法，能用什么方法去解决． 

经过前面两个步骤，学生已经在头脑中构建了
思路，可以两个学生为一组，一个学生向另一个学
生说出自己的思路，在这个过程中另一个学生要对
他的说法给出评价．也可以让学生向教师和同学说
出自己的思路，在说的过程中教师根据学生所述给
出建议，对可行的思路给予肯定，对不恰当的思路
让学生之间进行讨论或者提出修改建议．这样做不
仅使学生可以发现自己的不足之处，教师也可以从
中获得新的想法，可以碰撞出新的思想火花． 
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浅析函数凹凸性的一类应用 
 

李志廉    福建省莆田第六中学（351111） 
 

1 函数凹凸性的定义 
定义 1 设函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，若对 I

中的任意两点 1 2 1 2( )x x x x<， ，和任意 (0 1)λ ∈ ， ，都
有 1 2 1 2( ) ((1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x f x f x f xλ λ λ λ+ − < + − ，则称

( )f x 是区间 I 上的凹函数． 

我们亦可以取 1
2

λ = ，这与上述定义是等价

的．如果把“ < ”换成“ > ”，函数 ( )f x 是凸函数． 
定义 2 设函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，且二

阶可导，如果 ( ) 0f x′′ ≥ （仅允许存在孤立的零点），
则称 ( )f x 是区间 I 上的凹函数． 

如果把“ ≥ ”换成“ ≤ ”就是凸函数． 

2 函数凹凸性的几何解析 
解析 1 设曲线 ( )f x 在区间 I 上有定义，若对

曲线 ( )f x 上任意两点 A B， ，弦 AB 始终位于曲线
( )f x 的上方，则称函数 ( )f x 是区间 I 上的凹函数． 
解析 2 设曲线 ( )f x 在区间 I 上有定义，若对

曲线 ( )f x 上任意点 A ，曲线在点 A 处的切线始终
位于曲线 ( )f x 的下方，则称函数 ( )f x 是区间 I 上
的凹函数． 

如果把“上方”与“下方”对调，函数 ( )f x 就是凸
函数．如下图 1 为凹函数，图 2 为凸函数． 

上述的定义与几何解析是等价关系，且函数
( )f x 为凹函数⇔ ( )f x′ 为增函数⇔ ( ) 0f x′′ ≥ （仅允
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