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敬告作者

多年以来，《数 学 通 讯》一 直 得 到

广大作者 的 关 心 和 支 持，你 们 提 供 的

优秀稿源 是 期 刊 的 生 存 之 本，我 刊 由

衷地感谢。
由于来 稿 较 多，本 刊 无 法 对 稿 件

的处理情况一一回复作者。为了 方 便

作者了解稿件的审查情况，我们在《数

学 通 讯》网 站 （网 址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．
ｓｈｕｘｕｅｔｏｎｇｘｕｎ．ｃｏｍ）首页设 置 了 稿 件

查询系统，稿 件 查 询 系 统 的 使 用 方 法

详见网站 首 页“投 稿 须 知”，稿 件 的 审

查和录用情况一律以在稿件查询系 统

中查询到的结果为准。已经确定 录 用

的稿件，我们将在网站上公布（不再 另

发书面录用通知）。
请勿一稿多投，一旦核 实，将 在 一

年内中止审理该作者的所有来稿。
谢谢各位作者的理解、配合和合作！

《数学通讯》编辑部
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基金项目：本文为福建省教育科学“十三五”规划２０１８年度立项课题《基于素养教育的高中数学有效教学研究》（立项

批准号：ＦＪＪＫＸＢ１８－３１９）成果之一．

赏析几道以集合为载体的创新型试题

林运来

（福建省漳州开发区南滨大道３１８号厦门大学附属实验中学，３６３１２３）

以集合为载体的创新型试题是高考、自主招生

以及竞赛命题的热点，常与简易逻辑、函数、方程、不
等式、几何等知识交汇在一起，以集合知识为工具，
灵活考查相关概念和性质．解题时，往往需要根据相

关概念和性质进行计算和推理，下面举例说明．
一、讨论集合元素个数

例１　 设 集 合Ａ ＝ ｛１，２，３，４，…，９９｝，Ｂ ＝
｛２ｘ　ｘ∈Ａ｝，Ｃ＝｛ｘ　２ｘ∈Ａ｝，则Ｂ∩Ｃ的元素

个数为 ．
解析 　 由已知得

Ｂ∩Ｃ ＝ ｛２，４，６，…，１９８｝∩ ｛１２
，１，３２

，２，

…，９９
２
｝＝ ｛２，４，６，…，４８｝，

所以Ｂ∩Ｃ的元素个数为２４．
评析 　 解答由描述法给出的集合问题时，抓

住集合“代表元素”及其特征是解题的关键．
二、结合逻辑知识考查计数问题

例２　 若集合｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝＝ ｛１，２，３，４｝，且下

列四个关系：

①ａ＝１；②ｂ≠１；③ｃ＝２；④ｄ≠４
有且只有一个是正确的，则符合条件的有序数组

（ａ，ｂ，ｃ，ｄ）的个数是 ．
解析 　 根据题意可以分四种情况：
（１）若①正确，则ａ＝１，ｂ＝１，ｃ≠２，ｄ＝４，

符合条件的有序数组有０个；
（２）若②正确，则ａ≠１，ｂ≠１，ｃ≠２，ｄ＝４，

符合条件的有序数组为（２，３，１，４）和（３，２，１，４）；
（３）若③正确，则ａ≠１，ｂ＝１，ｃ＝２，ｄ＝４，

符合条件的有序数组为（３，１，２，４）；
（４）若④正确，则ａ≠１，ｂ＝１，ｃ≠２，ｄ≠４，

符合条件的有序数组为（２，１，４，３），（４，１，３，２）和

（３，１，４，２）．

所以符合条件的有序数组共有６个．
评析 　 分类讨论时做到“不重不漏”是解题

的关键．
三、结合新定义考查计数问题

例３　 用｜Ｓ｜表示集合Ｓ中的元素的个数，
设Ａ，Ｂ，Ｃ为集合，称（Ａ，Ｂ，Ｃ）为有序三元组．如

果集合Ａ，Ｂ，Ｃ 满 足｜Ａ ∩Ｂ｜＝｜Ｂ ∩Ｃ｜＝
｜Ｃ∩Ａ｜＝１，且Ａ∩Ｂ∩Ｃ＝ ，则称有序三

元组（Ａ，Ｂ，Ｃ）为最 小 相 交．由 集 合｛１，２，３，４｝的

子集构成的所有有序三元组中，最小相交的有序

三元组的个数为 ．
解析１（参考答案）　 由题意可 知Ａ，Ｂ，Ｃ三

个集合不可能有一元集，又因为Ｓ中只有４个元

素，则Ａ，Ｂ，Ｃ中 不 可 能 有 两 个 集 合 都 有３个 元

素，否则不能满足｜Ａ∩Ｂ｜＝｜Ｂ∩Ｃ｜＝｜Ｃ∩
Ａ｜＝１，但Ａ，Ｂ，Ｃ中可能三个集合都含有２个元

素，也可能是一个集合有３个元素，其它两个集合

含有２个元素，情形如下：如果是三个集合都含有

２个元素这种情形，Ａ＝ （ａ１，ａ２），Ｂ＝ （ａ２，ａ３），Ｃ
＝（ａ３，ａ１），这种类型有Ｃ３４＝４种可能；另外，第４
个元素ａ４ 可任意加入上述４种可能中的每一个集

合，又形成不同的情形，这样就又有３×４＝１２种．于
是就共有了４＋１２＝１６种情形，在每一种情形（Ａ，

Ｂ，Ｃ）中，它们的顺序可能打乱，每种可形成Ａ３３＝
６个，因此共有１６×６＝９６个有序三元组．

评析 　 参考解答技巧性强，显得很不自然，
一般不容易想到．数学语言包括文字语言、符号语

言和图形语言，高考中主要是用文字语言和符号

语言，辅之以图形语言表述、呈现试题内容，考查

的重点是文字语言，并要求考生能够根据实际情

况进行三种语言的转换．美国数学家斯蒂恩说过：
“如果一个特定的问题可以转化为一个图形，那么
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思维就整体地把握了问题．”有的数学问题，通过

画图，往往能激发出解题灵感，有的问题在画出图

形后答案也就呼之欲出．解答此题若从图形入手，
以形助数，不仅能使解题思路自然简洁，还能避繁

就简，领悟“深刻寓于简单”的道理，进 而 发 现 数

学之美．

图１

解析２　 由已知可得集合Ａ，Ｂ，Ｃ之间的关

系如图１，问题等价于从１、２、３、４这四个数中先选出

三个不同的数填入区域Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ中，每个区域填入一

个数，剩下的一个数要么填入区域Ⅳ、Ⅴ、Ⅵ 之一，
要么不填，共有Ａ３４＋Ａ３４Ａ１３ ＝９６种不同的填法，
所以最小相交的有序三元组的个数为９６．

四、结合新定义讨论集合性质

例４　 设Ｓ是 整 数 集Ｚ的 非 空 子 集，如 果

ａ，ｂ∈Ｓ，有ａｂ∈Ｓ，则称Ｓ关于数的乘法是封

闭的．若Ｔ，Ｖ是Ｚ的两个不相交的非空子集，Ｔ∪
Ｖ ＝Ｚ，且 ａ，ｂ，ｃ∈Ｔ，有ａｂｃ∈Ｔ；ｘ，ｙ，ｚ∈
Ｖ，有ｘｙｚ∈Ｖ，则下列结论恒成立的是 （　　）

（Ａ）Ｔ，Ｖ 中至少有一个关于乘法是封闭的

（Ｂ）Ｔ，Ｖ 中至多有一个关于乘法是封闭的

（Ｃ）Ｔ，Ｖ 中有且只有一个关于乘法是封闭的

（Ｄ）Ｔ，Ｖ 中每一个关于乘法都是封闭的

解析 　 取Ｔ＝Ｎ，Ｖ＝ 瓓ＺＮ，则Ｔ对乘法封

闭，而Ｖ对乘法不封闭，排除（Ｄ）项．令Ｔ＝｛－１，

０，１｝，Ｖ＝瓓ＺＴ，则Ｔ，Ｖ都对乘法封闭，排除（Ｂ）、
（Ｃ）两项，应选（Ａ）．

评析 　 根据题设条件“构造”出满足题意的

集合是解题的“钥匙”．
五、结合高等数学知识讨论集合性质

例５　设Ｐ是一个数集，且至少含有两个数，

若对任 意ａ，ｂ∈Ｐ，都 有ａ＋ｂ，ａ－ｂ，ａｂ，ａｂ ∈

Ｐ（除数ｂ≠０），则称Ｐ是一个数域．例如有理数

集Ｑ是数域，数集Ｆ＝ ｛ａ＋ｂ槡２　ａ，ｂ∈Ｑ｝也是

数域．有下列命题：

① 整数集是数域；

② 若有理数集ＱＭ，则数集Ｍ 必为数域；

③ 数域必为无限集；

④ 存在无穷多个数域．
其中正确的命 题 的 序 号 是　　 　．（把 你 认

为正确的命题的序号都填上）

解析 　 对 ①，除法如１
２ Ｚ

不满足，所以排

除；

对②，取Ｍ＝｛ａ＋ｂ
３
槡２　ａ，ｂ∈Ｑ｝，对乘法如

３
槡２×

３
槡２＝

３
槡４Ｍ 不满足，所以排除；

对 ③，数域有１，一定有１＋１＝２，１＋２＝３，
…，依次类推必然包含整数集，因而为无限集；

对 ④，类比数域Ｆ＝｛ａ＋ｂ槡２　ａ，ｂ∈Ｑ｝，可
以 构造数集Ｆ１＝｛ａ＋ｂ槡３　ａ，ｂ∈Ｑ｝，Ｆ２＝｛ａ＋
ｂ槡５　ａ，ｂ∈Ｑ｝，…，可 以 证 明Ｆ１，Ｆ２，… 都 是 数

域，显然这样的数域有无限个．
故正确命题的序号是 ③④．
评析 　 引入“数域”这一新概念是命题的亮

点，试 题 通 过“举 例 说 明”的 方 式 帮 助 考 生 理 解

“数域”这个概念，考查学生是否能将对新概念的

学习经验有效迁移到更为深入或更为复杂的问题

情境中去，既考查了考生阅读数学素材的能力，又
比较符合考生实际的认知水平，能有效考查学生

的数学素养．
利用新定义解决问题是高考和竞赛命题的一

个热点，此类创新型的概念理解题，多以数系推广

等高等数学知识为背景，解题关键在于准确把握

新概念，根据定义合理进行推理论证．
六、结合子集个数讨论求和问题

例６　设集合Ｓ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｎ｝，定义
ｎ

ｉ＝１
ａｉ

为集合Ｓ的“容积”．若集合Ａ＝｛１，２，３，４，５，６，７，

８｝，求Ａ的所有子集的“容积”之和．

解析 　显然，集合Ａ的“容积”为
８

ｉ＝１
ｉ＝３６，

因为Ａ的子集共有２８ 个，对集合Ａ的子集按如下

方式进行“配对”，即若ＭＡ，ＮＡ，且Ｍ∩Ｎ
＝ ，Ｍ ∪Ｎ ＝Ａ，则将集合Ｍ，Ｎ“配对”，则集

合Ｍ，Ｎ 的“容积”之和为３６，所以集合Ａ的所有

子集的“容积”之和为１
２×３６×２

８ ＝４６０８．

评析 　 要求集合Ａ的所有子集的“容积”之
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和，即求集合Ａ的所有子集的元素之和．类比高斯

计算“１＋２＋３＋…＋１００”的方法，通过对集合Ａ
的子集进行两两配对，构造出“等和”，把求和问题

转化为求积问题，使问题快速得解．
七、集合的分拆

例７　已知集合Ｓ＝｛１，２，３，４，５｝，选择集合

Ｓ的两个非空子集Ａ，Ｂ，使Ｂ中最小的数大于Ａ
中最大的数，则不同的选法有 种．

解析 　 按集合Ａ中最大的数可以分为四种

情况：
（１）若Ａ中最大的数为１，则有１×（２４－１）＝

１５种不同选法；
（２）若Ａ中最大的数为２，则有２×（２３－１）＝

１４种不同选法；
（３）若Ａ中最大的数为３，则有２２×（２２－１）

＝１２种不同选法；
（４）若Ａ中最大的数为４，则有２３×１＝８种

不同选法；
所以符合题意的不同选法共有１５＋１４＋１２

＋８＝４９种．
评析　通过对集合Ａ中最大的数进行讨论，

利用分步计数原理，根据集合的非空子集个数的

相关结论，问题迎刃而解．当然，还可以把问题推

广到一般情况：
已知集合Ｓ＝｛１，２，３，…，ｎ｝（ｎ∈Ｎ＊），选择

集合Ｓ的两个非空子集Ａ，Ｂ，使Ｂ中最小的数大

于Ａ 中最大的数，则不同的选法有 种．
读者不妨一试．
八、求未知数的值

例８　 设ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 是５个正整数，从
中任取４个数求和所得的集合为｛４４，４５，４６，４７｝，
求ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的值．

解析 　 记Ｓ＝
５

ｉ＝１
ｘｉ，若ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 两

两不等，那么对ｉ，ｊ∈｛１，２，３，４，５｝（ｉ≠ｊ）都有

Ｓ－ｘｉ≠Ｓ－ｘｊ，这样ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 任取４个数

求和 共 有５个 不 同 的 值，与 已 知 条 件 矛 盾．于 是

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 中 必 有 两 个 数 相 等，根 据 对 称

性，不妨设ｘ１ ＝ｘ２＝ａ，ｘ３＝ｂ，ｘ４＝ｃ，ｘ５＝ｄ．
则问题可以转化为：

对正整数ａ，ｂ，ｃ，ｄ，集合｛ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ，２ａ＋ｂ
＋ｃ，２ａ＋ｂ＋ｄ，２ａ＋ｃ＋ｄ｝＝ ｛４４，４５，４６，４７｝，

注意到集合元素的表达式关于ａ对称，根据

对称性，只需讨论ａ在序列ａ，ｂ，ｃ，ｄ中的大小．

（１）若ａ＜ｂ＜ｃ＜ｄ，则
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＝４７，

２ａ＋ｂ＋ｃ＝４４，

２ａ＋ｂ＋ｄ＝４５，

２ａ＋ｃ＋ｄ＝４６

烅

烄

烆 ，
所以４ａ＝４１，矛盾．
（２）若ｂ＜ａ＜ｃ＜ｄ，同（１）的解答可得ａ＝

１１，ｂ＝１０，ｃ＝１２，ｄ＝１３．
（３）若ｂ＜ｃ＜ａ＜ｄ，同（１）的解答可得４ｂ＝

３９，矛盾．
（４）若ｂ＜ｃ＜ｄ＜ａ，同（１）的解答可得４ｂ＝

３８，矛盾．
综上所 述，ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 的 值 为ｘ１ ＝ｘ２

＝１１，ｘ３ ＝１０，ｘ４ ＝１２，ｘ５ ＝１３及其转换．
评析 　 通 过 探 究 得 出 待 求 未 知 数 的“特

性”——— 其中必有两个数相等，结合“对称性”，有

助于简化对问题的讨论．
结束语 　 集合是数学的基本概念，集合是掌

握和运用数学语言的基础，是学好数学的重要工

具之一，是高考和竞赛的一个必考热点．集合语言

是现代数学的基本语言，利用集合语言可以简洁、
准确地表 达 数 学 内 容，简 捷 地 进 行 数 学 运 算．因

此，教学时要立足课本，掌握集合的概念及表示方

法，集合与元素的关系，正确求出所要求的集合，
是解决问题的基础，厘清集合与集合、集合与元素

之间的关系，合理进行集合运算是解题的关键．
解决集合有关的综合问题，要重视数学思想

和方法的应用．解答与集合有关的问题时，常用的

思想方法有：
（１）数形 结 合 思 想，主 要 是 韦 恩 图 和 数 轴 的

使用，利用图形的直观性，以“形”助“数”，形 象、
直观、简捷；

（２）等价转化思想，解答集合问题时，有时需

要对题设条件进行等价转化，把问题转化为自己

熟悉的问题来解决；
（３）分类 讨 论 思 想，分 类 讨 论 时 要 注 意“标

准”的寻求和“层次”的划分，要做到“标准”讨论

合理、自然，“层次”划分明确、清晰．
总之，解答与集合有关综合问题时，用好用活

数学思想方法，就能化繁为简，化难为易，收到简

中求道之效．

（收稿日期：２０１８－０９－２３）
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借力“动态分析法”巧解题

沈世金

（江苏省石庄高级中学，２２６５３１）

所谓“动态分析法”，就是指将静态的问题放

置到一系列的运动变换过程中去加以思考分析．
这样处理具体问题，有利于从运动变换的角度对

问题进行 探 究．值 得 一 提 的 是，必 须 注 意 具 体 的

“动”的方式，通过在“动”中去关注、运用题设条

件，有助于迅速分析、解决目标问题．灵活运用这

种将静态问题动态化的分析思想，往往可以得到

简洁、新颖别致的解法．
类型 一：借 助“上 下 平 移 分 析”，巧 求 取 值

范围．
处理与函 数 图 象 紧 密 相 关 的 取 值 范 围 问 题

时，若能灵活借助上下平移直线加以分析，则往往

有利于从动态变化中直接观察获解．
例１　（２０１８年四川成都一诊）设函数ｆ（ｘ）

＝ｓｉｎ（２ｘ＋π３
），若ｘ１ｘ２＜０，且ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝

０，则 ｘ２－ｘ１ 的取值范围为（　　）

（Ａ）（π６
，＋∞）．　　　 （Ｂ）（π３

，＋∞）．

（Ｃ）（２π３
，＋∞）． （Ｄ）（４π３

，＋∞）．

解析 　 如图１，先画出ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ（２ｘ＋π３
）

的 大 致 图 象，记 点 Ｍ（０，槡３２
），Ｎ（π６

，槡３
２
），则

ＭＮ ＝ π６．
设点Ａ，Ａ′是垂直于ｙ轴的直线ｌ与

函数ｆ（ｘ）的图象的两个交点（Ａ，Ａ′分别位于ｙ
轴两侧），这两 个 点 的 横 坐 标 分 别 记 为ｘ１，ｘ２，则

通过 上 下 平 移 直 线ｌ分 析 可 知： ｘ２－ｘ１ ＝

ＡＡ′ ∈（｜ＭＮ｜，＋∞），即 ｘ２－ｘ１ ∈（π６
，＋

∞），故选（Ａ）．
评注 　 结 合 本 题 的 解 析 思 路，继 续 分 析

可知：

设函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ（２ｘ＋ π３
），ｘ∈ ［－５π１２

，

７π
１２
］，若ｘ１≠ｘ２，且ｆ（ｘ１）＝ｆ（ｘ２），则当ｘ１ｘ２＞

０时，ｘ２－ｘ１ 的取值范围是（０，π６
）；当ｘ１ｘ２＜０

时，ｘ２－ｘ１ 的取值范围是（π
６
，π］．

图１

　

图２

类型二：借助“绕定点旋转分析”，巧解有关直

线与圆的交汇问题

处理直线与圆的交汇问题时，若直线过定点，
则可让直线绕定点旋转分析，以便从动态变化中

把握变化规律．
例２　（２０１８届高三年级西安八校联考（二））

已知正方形ＡＢＣＤ的边长为２，对角线ＡＣ，ＢＤ相

交 于点Ｏ，动点Ｐ满足 →ＯＰ ＝１，若 →ＡＰ＝ →ｍＡＢ＋
→ｎ　ＡＤ，其 中 ｍ，ｎ ∈ Ｒ，则２ｍ＋１

２ｎ＋２
的 最 大 值

为 ．
解析　如图２，建立平面直角坐标系ｘＡｙ，则

由题设 知 点Ｂ（２，０），Ｄ（０，２），又 →ＡＰ　＝ →ｍ　ＡＢ　＋
→ｎ　ＡＤ，所 以 可 得 点 Ｐ（２ｍ，２ｎ），所 以２ｍ＋１

２ｎ＋２ ＝

１
ｋＰＭ
，其中点Ｍ（－１，－２）．

因为 →ＯＰ ＝１，所 以 易 知 点Ｐ 的 轨 迹 为 圆

Ｏ，且圆心坐标为（１，１），半径为１．
于是，让过点Ｍ 的且与圆Ｏ有公共点的直线

绕着定点Ｍ“旋转分析”易知：当过点Ｍ（－１，－
２）的直线与圆Ｏ的右下方相切时，直线ＰＭ 的斜

率 取得最小值．设过点Ｍ（－１，－２）的直线为ｙ＋
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２＝ｋ（ｘ＋１），则根据相切得 ２ｋ－３
ｋ２＋槡 １

＝１，解得ｋ

＝６　－ 槡２　３
３

或ｋ＝６　＋ 槡２　３
３

（舍去）．从而，ｋＰＭ 的最

小 值 为６　－ 槡２　３
３

，故 所 求２ｍ＋１
２ｎ＋２

的 最 大 值 为

３
６　－ 槡２　３

，即３　＋槡３
４ ．

评注 　 本题难度较大，综合性较强，求解关

键在于通过建系，有利于从“数形结合”的角度理

清题设已知条件；而求目标式的最大值时，关键在

于根据目标式的几何意义加以思考．
类型三：借助“开口的变化分析”，巧解有关公

共点问题

一般地，若曲线是由具有公共点的两条射线

组成，且这两条射线的斜率互为相反数，则处理该曲

线与另一条曲线（或另一个函数的图象）的公共点问

题时，可让该曲线的开口逐渐变大加以分析，以便从

动态变化中获得较为直观、明了的认知．
例３　（２０１８年 全 国 Ⅰ 卷）在 直 角 坐 标 系

ｘＯｙ中，曲线Ｃ１的方程为ｙ＝ｋ　ｘ ＋２．以坐标原

点为极点，ｘ轴的正半轴为极轴建立极坐标系，曲

线Ｃ２ 的极坐标方程为ρ
２＋２ρｃｏｓθ－３＝０．

（１）求Ｃ２ 的直角坐标方程；
（２）若Ｃ１ 与Ｃ２ 有且仅有三个公共点，求Ｃ１

的方程．
解析 　 （１）因为曲线Ｃ２ 的极坐标方程为ρ

２

＋２ρｃｏｓθ－３＝０，所以结合ρ
２ ＝ｘ２＋ｙ２，ｘ＝

ρｃｏｓθ可得曲线Ｃ２ 的直角坐标方程为ｘ２＋ｙ２＋
２ｘ－３＝０，即（ｘ＋１）２＋ｙ２ ＝４．

（２）由（１）知曲线Ｃ２ 是以点（－１，０）为圆心，
以２为半径的圆．

根据曲线Ｃ１ 的方程为ｙ＝ｋ　ｘ ＋２可知，曲
线Ｃ１ 是由关于ｙ轴对称的两条射线组成，且恒过

定点（０，２）．
易知ｋ≥０不适合题意，所以只需要考虑ｋ＜

０的情形．如图３，随着参数ｋ的取值的不断增大

（此时曲线Ｃ１ 的开口也不断增大），结合图形动态分

析易知：为满足曲线Ｃ１ 与Ｃ２ 有且仅有三个公共点，
则应满足曲线Ｃ１ 的右支ｙ＝ｋｘ＋２（ｘ≥０）恰好与

曲线Ｃ２ 表示的圆相切（此时曲线Ｃ１ 的左支ｙ＝－
ｋｘ＋２（ｘ≤０）与曲线Ｃ２ 表示的圆相交）．

又根据直线ｙ＝ｋｘ＋２与圆（ｘ＋１）２＋ｙ２＝

４相切可 得 －ｋ＋２
ｋ２　＋槡 １

＝２，结 合ｋ＜０，解 得ｋ

＝－４３．　

综 上， 所 求 曲 线 Ｃ１ 的 方 程 为 ｙ ＝－
４
３ ｘ ＋２．

评注 　 参考该题的解析过程，进一步探究易

知：当ｋ＜－４３
时，曲线Ｃ１ 与Ｃ２ 有４个不同的公

共点；当－４３ ＜ｋ＜０
时，曲线Ｃ１ 与Ｃ２ 有２个不

同的公共点．

图３

　

图４

例４　（成都市２０１６级高中毕业班摸底测试

题 （理 科 ）） 设 函 数 ｆ（ｘ） ＝
－ｌｎｘ，０＜ｘ≤１，

－ｘ２＋６ｘ－５，ｘ＞１｛ ，
若曲线ｋｘ－ ｙ－２ ＝０

与函数ｆ（ｘ）的图象有４个不同的公共点，则实数

ｋ的取值范围是（　　）

（Ａ）（６－ 槡２　７，ｅ）． （Ｂ）（６　－ 槡２　７，２）．

（Ｃ）（２３
，２）． （Ｄ）（２３

，ｅ）．

解 析　易知曲线ｋｘ－ ｙ－２ ＝０是由关于

直线ｙ＝２对称的两条射线组成．
如图４，在 同 一 坐 标 系 内，先 画 出 函 数ｆ（ｘ）

的图象，再画曲线ｋｘ－ ｙ－２ ＝０．
先计算曲线的上支ｋｘ－ｙ＋２＝０（ｙ≥２）与

ｙ＝－ｘ２＋６ｘ－５（ｘ＞１）相切时ｋ的取值．将ｙ
＝ｋｘ＋２代入ｙ＝－ｘ２＋６ｘ－５整理得ｘ２＋（ｋ
－６）ｘ＋７＝０，从而根据相切得Δ＝（ｋ－６）２－２８

＝０，解得ｋ＝６　－ 槡２　７或ｋ＝６　＋ 槡２　７（舍去，根
据切点的横坐标大于零可知）．

再计算曲线的下支ｋｘ＋ｙ－２＝０（ｙ≤２）与

ｙ＝－ｌｎｘ（０＜ｘ≤１）相切时，ｋ的取值．
设切点坐标为（ｘ０，－ｌｎｘ０），则因为曲线的下

支经过点（０，２），又对ｙ＝－ｌｎｘ求导得ｙ′＝－１ｘ
，
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所以可得－１ｘ０ ＝
２－（－ｌｎｘ０）
０－ｘ０

，解得ｘ０＝ １ｅ
，所

以－ｋ＝－１ｘ０ ＝－
ｅ，所以ｋ＝ｅ．

易知ｋ≤０不适合题意，所以只需要考虑ｋ＞
０的情形．随着参数ｋ取值的不断增大（此时曲线

的开口也不断增大），结合图形动态分析易知：为

满足函数ｆ（ｘ）的图象与曲线有４个不同的公共

点，则应满足６－ 槡２　７＜ｋ＜ｅ．故选（Ａ）．
评注 　 如果认为曲线的上支ｋｘ－ｙ＋２＝

０（ｙ≥２）与ｙ＝－ｘ２＋６ｘ－５（ｘ＞１）相切时，切
点为（３，４），则容易误选（Ｃ）或（Ｄ）；如果认为曲线

的下支ｋｘ＋ｙ－２＝０（ｙ≤２）与ｙ＝－ｌｎｘ（０＜
ｘ≤１）相 切 时，切 点 为（１，０），则 容 易 误 选（Ｂ）
或（Ｃ）．

参考该题的解析过程，进一步探究易知：当０

＜ｋ＜６　－ 槡２　７时，函数ｆ（ｘ）的图象与曲线有６个

不同的公共点；当ｋ＝６　－ 槡２　７时，函数ｆ（ｘ）的图

象与曲线有５个不同的公共点；当ｋ＝ｅ时，函数

ｆ（ｘ）的图象与曲线有３个不同的公共点；当ｋ＞ｅ
时，函 数ｆ（ｘ）的 图 象 与 曲 线 有２个 不 同 的 公

共点．
总之，结合上述归类解析可知：若将静态问题

看作是某一系列运动变换过程中某一瞬间的相对

状态，则 往 往 有 利 于 从 整 体 上 把 握 问 题，认 清 实

质，同时也为分析、研究问题开辟了一个崭新的思

维角度 ——— 静态问题“动态分析”！

（收稿日期：２０１８－０９－０８）

例谈化归思想在数学解题中的运用
＊

鄢宇生 　　 胡典顺

（华中师范大学数学与统计学学院，４３００７９）

所谓化归思想，是将问题由难化易、由繁化简

的思维策略，它是一种重要的解题思想，也是一种

强大的解题手段．化归思想的运用有助于认清问

题的根本，把握问题的关键核心．因此，如何培养

学生更好地运用化归思想是一个重要的问题．下

面，笔者将结合几道高考题，从解题思路来解析其

中化归思想的运用．
一、从正面到反面

例１　（２０１３·陕西高考）设｛ａｎ｝是公比为ｑ
的等比数列．

（１）推导｛ａｎ｝的前ｎ项和公式；
（２）设ｑ≠１，证 明 数 列｛ａｎ ＋１｝不 是 等 比

数列．
分析 　 这里只讨论问题（２）．证明一个数列

是等比数列的方法很多，比较容易，但证明一个数

列不是等比数列却不太容易．此时，正面解题遇到

了瓶颈，就要想到从问题的反面入手．要证明“若

ｑ≠１，｛ａｎ＋１｝不是等比数列”不容易，但证明其

等价的逆否命题“若｛ａｎ＋１｝是等比数列，则ｑ＝
１”却不难．此时，只需利用 等 比 数 列 的 概 念 和 性

质，从假设的结论出发反向推导出ｑ＝１，即可证

明此题．
解　假设｛ａｎ＋１｝是等比数列，则对任意的ｋ

∈Ｎ＋，
（ａｋ＋１＋１）２ ＝ （ａｋ＋１）（ａｋ＋２＋１），

ａ２ｋ＋１＋２ａｋ＋１＋１＝ａｋａｋ＋２＋ａｋ＋ａｋ＋２＋１，

ａ２１ｑ２ｋ ＋２ａ１ｑｋ ＝ ａ１ｑｋ－１ ·ａ１ｑｋ＋１ ＋ａ１ｑｋ－１

＋ａ１ｑｋ＋１，
因为ａ１ ≠０，所以２ｑｋ ＝ｑｋ－１＋ｑｋ＋１．
因为ｑ≠０，所以ｑ２－２ｑ＋１＝０，即ｑ＝１，
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这与已知矛盾．
所以假设不成立，故｛ａｎ＋１｝不是等比数列．
评注 　 本题遵循了化归思想中正难 则 反 的

原则，即正面遇到困难时，可考虑设法从反面入手

解决问题．通过“化正为反”的反证 法，我 们 假 设

结论的反面成立，推导出与原题设矛盾的结果，从
而否定假设并肯定了结论．熟练掌握反证法，利用

反证法化正为反、化难为易，有助于我们解决直接

证明较为困难的问题．
二、变陌生为熟悉

例２　（２０１４·浙江高考）已知实数ａ，ｂ，ｃ满

足ａ＋ｂ＋ｃ＝０，ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝１，则ａ的最大值

是 ．
分析 　 题目未知数较多，容易导致我们做题

时思路不清晰而迷失方向．不妨先进行化简，通过

ｃ＝－（ａ＋ｂ）消去ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝１中的ｃ，得到２ｂ２

＋２ａｂ＋２ａ２－１＝０．若将ａ，ｂ其中之一视作变元，
那么原问题就转化为熟悉的一元二次方程问题．
题目需要求ａ的最大值，我们不妨将ｂ视作变元，
再根据“实数解ｂ一定存在”这一隐含条件，确定

判别式Δ的取值范围，从而解出ａ的取值范围，最
终得到ａ的最大值．

解　把ｃ＝－（ａ＋ｂ）代入ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝１，得
２ｂ２＋２ａｂ＋２ａ２－１＝０．

视ｂ为自变量，则关于ｂ的方程２ｂ２＋２ａｂ＋２ａ２

－１＝０一定有实数解，那么Δ＝（２ａ）２－８（２ａ２－１）

≥０，化简得ａ２≤ ２３
，即－槡６３ ≤ａ≤

槡６
３．

所以ａ的最大值是槡６
３．

评注 　 本题遵循了化归思想中的熟 悉 化 原

则，将陌生的问题转化为熟悉的问题，利于我们运

用熟知的知识和经验来解决问题．通过等价转换

法，我们将多元的最值问题化归为一元二次方程

实数解的存在问题，在新和旧、生和熟的两个问题

间搭建起沟通的桥梁，从而化生为熟、化难为易地

解决了问题，加深了不同知识间的相互理解，丰富

密集了数学知识的网络．
三、从间接到直接

例３　（２０１７·课标全国）设ｘ、ｙ、ｚ为正数，且

２ｘ ＝３ｙ ＝５ｚ，则 （　　 ）
（Ａ）２ｘ＜３ｙ＜５ｚ
（Ｂ）５ｚ＜２ｘ＜３ｙ
（Ｃ）３ｙ＜５ｚ＜２ｘ

（Ｄ）３ｙ＜２ｘ＜５ｚ
分析 　 本题的难点在于如何运用好条件２ｘ ＝

３ｙ ＝５ｚ．题目所给关系式２ｘ＝３ｙ＝５ｚ在形式上显得

过于间接，不利于我们实现比较２ｘ、３ｙ、５ｚ大小的目

的，必须将其转化．看到指数，我们往往会联想到对

数，不妨令２ｘ ＝３ｙ＝５ｚ＝ｋ，则ｘ、ｙ、ｚ均可表示成以

ｋ为真数的对数形式．如此一来，我们通过换元法得

到了ｘ、ｙ、ｚ较为直观的联系．再利用对数性质，通过

作商法比较大小，便可解决此题．
解 　 令２ｘ ＝３ｙ ＝５ｚ ＝ｋ（ｋ＞１），则ｘ＝

ｌｏｇ２ｋ，ｙ＝ｌｏｇ３ｋ，ｚ＝ｌｏｇ５ｋ．

因为２ｘ
３ｙ＝

２ｌｇｋ
ｌｇ２

·ｌｇ３
３ｌｇｋ＝

ｌｇ９
ｌｇ８＞

１，所以２ｘ＞

３ｙ；

因为２ｘ
５ｚ＝

２ｌｇｋ
ｌｇ２
·ｌｇ５
５ｌｇｋ＝

ｌｇ２５
ｌｇ３２＜

１，所以２ｘ＜

５ｚ．
故选（Ｄ）．
评注 　 本题遵循了化归思想中的直 观 化 原

则，将抽象问题化归为直观问题来解决．本题使用

换元法将一个或多个变元构成的数学表达式中的

一部分用新变元表示，使复杂的函数、方程或不等

式问题转化为易于解决的基本问题．掌握好换元

法，运用换元思想解题，使复杂问题简单化、间接

问题直接化，从而找到解题的捷径．
四、由特殊看一般

例４　（２０１４·课标全国）设α∈（０，π２
），β∈

（０，π２
），且ｔａｎα＝１＋ｓｉｎβｃｏｓβ

，则 （　　 ）

（Ａ）３α－β＝
π
２

（Ｂ）２α－β＝
π
２

（Ｃ）３α＋β＝
π
２

（Ｄ）２α＋β＝
π
２

分析 　 本题的直接做法是使用三角 函 数 关

系式，化简转化ｔａｎα＝１＋ｓｉｎβｃｏｓβ
得出结果．考虑

到是选择题，应寻求更为高效的方法．分析发现，
题中α、β并 不 是 定 值．只 要 满 足 条 件ｔａｎα＝
１＋ｓｉｎβ
ｃｏｓβ

，α或β可以为（０，π２
）中的任意值，所以

我们不妨取一种方便计算的特殊情况．令β＝
π
６
，

再通过ｔａｎα＝１＋ｓｉｎβｃｏｓβ
求出α＝π３．

代入选项验

证可得（Ｂ）正确．
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解 　 取β＝
π
６
，则ｔａｎα＝

１＋ｓｉｎπ６

ｃｏｓπ６

＝

３
２
槡３
２

＝槡３，所以α＝ π３
，代入选项得（Ｂ）正确．

评注 　 本题运用化归思想中的特殊化方法，
把原问题形式向特殊形式转化，通过证明特殊化

后的问题解决原问题，起到化难为易的效果．“特

殊值法”是常见的特殊化方法，通过 特 殊 值 代 替

题设普 遍 条 件，得 出 特 殊 结 论 来 考 察 一 般 情 形．
“从一般问 题 到 特 殊 解 法 再 到 一 般 结 论”的 思 维

转化过程，在降低解题难度的同时也提升了解题

速度．
五、视未知为已知

例５　（２０１５·课标全国）设函数ｆ（ｘ）＝ｅ２ｘ

－ａｌｎｘ．
（１）讨论ｆ（ｘ）的导函数ｆ′（ｘ）零点的个数．

（２）证明：当ａ＞０时，ｆ（ｘ）≥２ａ＋ａｌｎ２ａ．

分析　这里只讨论问题（２）．结合（１）中结论与

（２）中问题，容易发现，问题（２）等价于证明：当ａ＞０

时，ｆ（ｘ０）≥２ａ＋ａｌｎ２ａ
（ｘ０ 为ｆ′（ｘ）的零点）．我们下

意识会想到先通过ｆ′（ｘ０）＝０解出ｘ０，再将其代入

ｆ（ｘ）的做法．但是，ｘ０ 的值无法解出，可ｘ０ 这一关键

条件又不能忽视．于是，我们不妨将ｘ０ 先视为已知，

比较ｆ（ｘ０）与２ａ＋ａｌｎ２ａ
在形式上的特点，注意利用

关系式ｆ′（ｘ０）＝０化简ｆ（ｘ０），使其向２ａ＋ａｌｎ２ａ
的

形式不断靠拢，最终通过比较得出结论．
证明　由（１）知，当ａ＞０时，ｆ′（ｘ）在（０，＋∞）

上单调递增且有唯一零点，记为ｘ０．所以，ｆ（ｘ）在（０，

ｘ０）上单调递减，在（ｘ０，＋∞）上单调递增．从而，在
（０，＋∞）上，恒有ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ０）成立．

此时，只需证明ｆ（ｘ０）＝ｅ２ｘ０－ａｌｎｘ０≥２ａ＋

ａｌｎ２ａ
成立即可．

因为ｘ０ 为ｆ′（ｘ）的零点，所以ｆ′（ｘ０）＝２ｅ２ｘ０

－ａｘ０ ＝
０，即ｘ０ ＝ ａ

２ｅ２ｘ０．

将ｘ０＝ ａ
２ｅ２ｘ０

代入ｆ（ｘ０）＝ｅ２ｘ０－ａｌｎｘ０ 进行

化简，得ｆ（ｘ０）＝ ａ
２ｘ０＋

２ａｘ０＋ａｌｎ２ａ．

又由基本不等式，可得

ａ
２ｘ０＋

２ａｘ０ ＝２ａ（１４ｘ０＋
ｘ０）

≥２ａ·２ １
４ｘ０
·１
ｘ槡 ０
＝２ａ，

所以，

ｆ（ｘ０）＝ ａ
２ｘ０＋

２ａｘ０＋ａｌｎ２ａ ≥２ａ＋ａｌｎ
２
ａ．

故当ａ＞０时，ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ０）≥２ａ＋ａｌｎ２ａ
，

结论得证．
评注 　 本题运用了化归思想中的变量代换

法，通过引入新变量进行代换，简化了原式结构，优
化了解题思想，另辟蹊径地绕过阻碍直达目的．视

未知为已知的“设而不求”思想，不需我们求出所设

未知数，只是根据题目本身的特点，将其消去或代

换，使问题轻松解决．思辨地认识问题，“设而不求”
地巧解问题，是化归思想在运用中的生动体现．

六、总结与建议

通过以上例题我们发现，在用常规思路方法

遇到了困难，或为了高效解题，化归思想所提供的

转化策略便显示出重要作用．我们要学会运用化

归思想，寻找有利于问题解决的变换途径．
在化归思想的运用中，有几个要点需要我们

注意：第一，明白把什么问题进行转化，即理清化

归对象；第二，知道化归到何处去，即知晓化归目

标；第三，懂得如何进行化归，即理解化归方法．
化归思想的运用不仅有助于解题，更是对数

学核心素养潜移默化的培养．将一般问题化归为

特殊问题，我们抽象出数学概念之间的关系与一

般规律，提升数学抽象素养；将正面问题化归为反

面问题，我们依据逻辑规则反向思考，推导等价命

题简化问题，培养逻辑推理素养；将抽象问题化归

为具体问题，我们借助几何直观和空间想象，感知

问题的直观形态，训练直观想象素养．
以上五道例题，只体现了化归思想的冰山一

角．在化归思想中，还有直接转化法、构造法、坐标

法等众多方法，我们要根据实际情况灵巧变通，活
学活用．冰冻三尺非一日之寒，化归思想的熟练掌

握和运用需要长期的努力积累．我们应该在日常

解题中反复思考，遇到困难要勇于尝试多种思路

方法，学会合理巧妙地运用化归思想解决各种问

题，在化归思想的运用中逐渐形成数学核心素养．

（收稿日期：２０１８－０９－０３）
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三法并举，破解三角形问题

黄清波

（福建省南安市国光第二中学，３６２３２１）

题目 　 在平面四边形ＡＢＣＤ 中，∠ＡＢＣ ＝

１２０°，ＡＣ ＝ 槡２　 １９，２ＡＢ ＝３ＢＣ，ＡＤ ＝ ２ＢＤ，

△ＢＣＤ 的面积为 槡２　３，则ＡＤ ＝ ．
本小题主要考查解三角形、三角恒等变换等

基础知识；考查推理论证能力、运算求解能力、数

据处理能 力 等；考 查 化 归 转 化 思 想、数 形 结 合 思

想、函数与方程思想等；考查逻辑推理、数学建模、
直观想象、数学运算等，处于压轴题位置，难度较

大，学生得分率极低．虽是一道小题，却蕴含着丰

富的数学思想方法，耐人寻味．
一、解法探究

１．三角法

“三角法”是利 用 正 弦 定 理、余 弦 定 理、三 角

形内角和定理、三角形面积公式，适时、适度进行

“角化边”或“边 化 角”，同 时 结 合 三 角 函 数 的 性

质、三角恒等变换公式、同角三角函数基本关系式

等进行化简与求值．

图１

解法１　如图１，已
知 ∠ＡＢＣ ＝１２０°，ＡＣ

＝ 槡２　１９，２ＡＢ＝３ＢＣ，
由 余 弦 定 理，可 得ＡＢ
＝６，ＢＣ＝４．

设ＢＤ ＝ｘ，∠ＣＢＤ
＝θ，则ＡＤ＝２ｘ．

在 △ＢＣＤ 中，

Ｓ△ＢＣＤ ＝ １２
·ＢＣ·ＢＤ·ｓｉｎθ

＝２ｘｓｉｎθ＝ 槡２　３．
在 △ＡＢＤ 中，由余弦定理可得

ＡＤ２ ＝ＡＢ２＋ＢＤ２－２ＡＢ·ＢＤ·ｃｏｓ（１２０°－θ），
即４ｘ２ ＝３６＋ｘ２－１２ｘｃｏｓ（１２０°－θ），
化简得ｘ２－６＝２ｘｃｏｓθ．

又 槡２　３＝２ｘｓｉｎθ，所以（ｘ２－６）２＋１２＝４ｘ２，

解得ｘ　＝ 槡２　３或ｘ＝２．

当ｘ＝２时，ｃｏｓθ＝－１２
，θ＝１２０°，不合题意．

所以ＡＤ ＝２ｘ　＝ 槡４　３．
２．解几法

“解几法”是根据三角形的结构特征，适当地

建立平面直角坐标系，找出三角形相应顶点的坐

标，便能快捷解得三角形的各个要素．解题思路明

确、清晰，解题过程简洁．

图２

解 法 ２　 已 知

∠ＡＢＣ＝１２０°，ＡＣ＝

槡２　 １９，２ＡＢ ＝３ＢＣ，
由余弦定理，可得ＡＢ
＝６，ＢＣ＝４．

以ＢＣ 所 在 直 线

为ｘ 轴，过 点Ｂ 且 垂

直于ＢＣ 的 直 线 为ｙ
轴，建立 平 面 直 角 坐 标 系ｘＯｙ（如 图２），则Ｂ（０，

０），Ａ（－３，槡３　３）．
因为△ＢＣＤ的面积为 槡２　３，所以点Ｄ的纵坐

标 为槡３，设 Ｄ（ｘ０，槡３），由 ＡＤ ＝ ２ＢＤ 得

（－３－ｘ０）２＋（槡３　３　－槡３）槡 ２＝２　ｘ２０＋槡 ３，解得

ｘ０＝３或ｘ０＝－１（不合，舍去），所以Ｄ（３，槡３），所
以ＡＤ ＝ 槡４　３．
３．平几法

“平几法”是以逻辑推理作为工具解决问题，
解题过程中经常要引入辅助线和运用大量的几何

定理公理，对学生的空间想象能力和逻辑推理能

力要求较高，运用得好，往往可以巧妙地避开复杂

的运算，简化解题过程．

图３

解法３　过点Ｄ作

ＤＥ垂直ＢＣ于点Ｅ，过
点Ａ作ＡＦ垂直ＢＣ于

点Ｆ，分别延长ＡＤ，ＢＣ
交于点Ｇ（如图３）．
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已知 ∠ＡＢＣ ＝１２０°，ＡＣ ＝ 槡２　 １９，２ＡＢ ＝
３ＢＣ，由余弦定理，可得ＡＢ＝６，ＢＣ＝４．所以ＡＦ

＝ 槡３　３，ＢＦ ＝３．
又 △ＢＣＤ 的面积为 槡２　３，所以ＤＥ　＝槡３．

又ＤＥ／／ＡＦ，所以ＧＤ
ＧＡ ＝

ＤＥ
ＡＦ ＝

１
３
，所以ＡＤ ＝

２ＤＧ，又ＡＤ＝２ＢＤ，所以ＢＤ＝ＤＧ，ＢＥ＝ＥＧ．
又ＥＦ＝２ＥＧ，所以ＢＥ＝ＢＦ＝３，所以ＢＤ＝

槡２　３，所以ＡＤ＝ 槡４　３．
点评 　 本题得分率极低，一是放在压轴题位

置，心理暗示，造成考生知难而退；二是解题思路

不清，入题困难，计算复杂，过程较长．解法１综合

性较强，需熟练掌握三角形各个要素的转化、求解

规律；解法２关键是建立合适的平面直角坐标系，
找点的坐标，将数与形完美地结合起来，降低了问

题的思维难度，解题有一定的规律性，便于学生掌

握；解法３对学生的空间想象能力和逻辑推理能

力要求较高，一方面需要对图形进行分割、补全、
添加辅助线等．另一方面，要熟练掌握初中、高中

几何定理公理及运用．
二、试题链接

图４

例１　（福建莆田市

２０１８届质检理科卷第１６
题）在 四 边 形 ＡＢＣＤ
中，ＡＣ＝ＢＣ，∠ＡＣＢ＝
π
６
，ＣＤ ＝４，ＡＤ ＝２，则

四边形ＡＢＣＤ 面积的最

大值为 ．
解　（三角法）如图

４，设 ∠ＡＤＣ＝θ，ＡＣ＝
ａ．

在 △ＡＣＤ 中，由余弦定理，有ＡＣ２＝ＤＡ２＋
ＤＣ２－２·ＤＡ·ＤＣ·ｃｏｓθ，即ａ２＝２０－１６ｃｏｓθ．

则四边形ＡＢＣＤ 面积

Ｓ＝Ｓ△ＡＣＤ ＋Ｓ△ＡＢＣ

＝ １２×２×４ｓｉｎθ＋
１
２×ａ×ａｓｉｎ

π
６

＝４ｓｉｎθ＋１４ａ
２＝４ｓｉｎθ＋１４

（２０－１６ｃｏｓθ）

＝４ｓｉｎθ－４ｃｏｓθ＋５＝５　＋ 槡４　２ｓｉｎ（θ－π４
）

≤５　＋ 槡４　２，

故四边形ＡＢＣＤ 面积的最大值为５　＋ 槡４　２．

例２　（２０１８年高考全国卷 Ⅰ，文１６）△ＡＢＣ
的内角Ａ，Ｂ，Ｃ的对边分别为ａ，ｂ，ｃ．已知ｂｓｉｎ　Ｃ＋
ｃｓｉｎ　Ｂ＝４ａｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ，ｂ２＋ｃ２－ａ２＝８，则△ＡＢＣ
的面积为 ．

解 　（三 角 法）由 ｂｓｉｎ　Ｃ ＋ｃｓｉｎ　Ｂ ＝
４ａｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ得

ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ＋ｓｉｎ　Ｃｓｉｎ　Ｂ＝４ｓｉｎ　Ａｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ，

因为ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ≠０，所以ｓｉｎ　Ａ＝ １２．

因为ｂ２＋ｃ２－ａ２＝８，ｃｏｓ　Ａ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ

，

所以ｂｃ　＝ 槡８　３
３
，所以Ｓ△ＡＢＣ ＝ １２ｂｃｓｉｎ　Ａ＝

槡２　３
３ ．

例３　（２０１６年高考全国卷Ⅲ，理８）在△ＡＢＣ中，

Ｂ＝ π４
，ＢＣ边上的高等于１

３ＢＣ
，则ｃｏｓ　Ａ＝ （　　）

（Ａ） 槡３　１０
１０

（Ｂ）槡１０１０

（Ｃ）－ 槡１０１０
（Ｄ）－ 槡３　１０

１０

图５

解 　（解几法）如

图５，过点Ａ作ＡＤ ⊥
ＢＣ，垂 足 为Ｄ，设ＢＣ
＝３ａ（ａ＞０），则由已

知条件可得ＡＤ ＝ＢＤ
＝ａ，ＤＣ＝２ａ．

以Ｄ为原点，ＤＣ，ＤＡ所在直线分别为ｘ轴，ｙ轴

建立平面直角坐标系，则Ｂ（－ａ，０），Ｃ（２ａ，０），Ａ（０，

ａ），所以 →ＡＢ＝（－ａ，－ａ），→ＡＣ＝（２ａ，－ａ）．

ｃｏｓ　Ａ＝
→ＡＢ· →ＡＣ
→ＡＢ · →ＡＣ

＝ －ａ２

槡２ａ·槡５ａ

＝－ 槡１０１０ ．

故选（Ｃ）．
例４　（２０１５年高考全国卷Ⅰ，理１６）在四边

形ＡＢＣＤ 中，∠Ａ＝ ∠Ｂ＝ ∠Ｃ＝７５°，ＢＣ＝２，
则ＡＢ 的取值范围是 ．

图６

解 　（平几法）如图

６，延 长ＢＡ，ＣＤ 相 交 于

点Ｆ，过Ｃ作ＣＥ／／ＤＡ交

ＡＢ 于Ｅ．

在 △ＢＣＥ 中，ＢＥ
ｓｉｎ　３０°

＝ ＢＣ
ｓｉｎ　７５°

，得ＢＥ＝槡６　－槡２．
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在 △ＢＣＦ 中， ＢＦ
ｓｉｎ　７５°＝

ＢＣ
ｓｉｎ　３０°

，得ＢＦ ＝槡６

＋槡２．
当ＤＡ向右平移，无限接近ＣＥ时，ＡＢ无限接

近ＢＥ．
当ＤＡ 向左平移，无限接近点Ｆ时，ＡＢ 无限

接近ＢＦ．

故ＡＢ 的取值范围是（槡６　－槡２，槡６　＋槡２）．
例５　（２０１４年高考全国卷Ⅰ，理１６）已知ａ，

ｂ，ｃ分别为 △ＡＢＣ三个内角Ａ，Ｂ，Ｃ的对边，ａ＝
２，且（２＋ｂ）（ｓｉｎ　Ａ－ｓｉｎ　Ｂ）＝ （ｃ－ｂ）ｓｉｎ　Ｃ，则

△ＡＢＣ面积的最大值为 ．
解 　（平几法）因为ａ＝２，所以（２＋ｂ）（ｓｉｎ　Ａ

－ｓｉｎ　Ｂ）＝ （ｃ－ｂ）ｓｉｎ　Ｃ可化为

（ａ＋ｂ）（ｓｉｎ　Ａ－ｓｉｎ　Ｂ）＝ （ｃ－ｂ）ｓｉｎ　Ｃ，
由正弦定理可得（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）＝（ｃ－ｂ）ｃ，即
ｂ２＋ｃ２－ａ２ ＝ｂｃ．
由余弦定理得

ｃｏｓ　Ａ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ ＝ ｂｃ２ｂｃ＝

１
２
，

又０＜Ａ＜π．故Ａ＝ π３．

　　 在△ＡＢＣ中，ａ＝２为定长，Ａ＝π３
为定角．

图７

如图７，由 同 弧 所 对 的

圆周角相等可知，点Ａ的运

动 轨 迹 为 优 弧︵ＢＣ（不 包 括

端点），则易知：当点Ａ位于

优弧中点时，△ＡＢＣ的面积

最大，此 时 △ＡＢＣ 为 正 三

角形，面积为槡３．
以上 几 个 题 还 可 以 给

出多种解法，留给读者联想借鉴完成．
总之，解 三 角 形 的“三 法”的 准 确 定 位 是 并

举！即不宜人为地、凭主观划分它们的优劣，而应

具体问题具体分析．哪怕受教学时间的限制，在课

堂上尽可“择其善着而从之”，但对另外的方法应

稍作提示引导，让学生在课下尝试、讨论，并对“三
法”进行比较．这对学生能力的提高大有裨益．

（收稿日期：２０１８－０７－３０）

揭开思维谜团 　 突破解题障碍
——— 从武汉市２０１８年高三九月调考压轴试题说起

李红春 　　　　　　　　　　　　 孔 　 峰
（湖北省武汉市黄陂区第一中学盘龙校区，４３０３１２）（湖北省武汉市教育科学研究院，４３００３２）

武汉市２０１９届高三九月调考 刚 结 束 便 引 发

关注，尤其是压轴试题延续近几年全国高考课标

卷试题风格，题干简洁，融函数、不等式于一体，主
要考查导数的运算、利用导数研究函数的单调性、

极值、零点、不等式的证明等问题，考查数形结合、

函数方程、分 类 讨 论、化 归 与 转 化 等 基 本 数 学 思

想，考查学生综合分析问题和解决问题的能力．
作为起点考试，试题难度适中，但从考后学生

答题情况来看，得 分 并 不 理 想，尤 其 是 第（１）问．
笔者有幸参与了此题命制，本文主要谈谈“标答”

背后的一些鲜为人知的思考，希望对大家提升解

题能力有所启发．
１．试题及解答

题目 　（２０１８年武汉市高三九月调考理科第

２２题）已知函数ｆ（ｘ）＝ｘ－ａｅｘ＋１有两个零点

ｘ１，ｘ２（ｘ１ ＜ｘ２）．
（１）求实数ａ的取值范围；
（２）证明：ｅｘ１＋ｅｘ２ ＞２．
解答 　 （１）解法１　 由ｆ（ｘ）＝０得ｘ－ａｅｘ

＋１＝０，即ａ＝ｘ＋１ｅｘ ．

设ｍ（ｘ）＝ｘ＋１ｅｘ
，则ｍ′（ｘ）＝ －ｘｅｘ

，当ｘ∈

（－∞，０）时，ｍ′（ｘ）＞０，ｍ（ｘ）递增；当ｘ∈ （０，

＋∞）时，ｍ′（ｘ）＜０，ｍ（ｘ）递 减；所 以ｍ（ｘ）极 大

＝ｍ（０）＝１．
当０＜ａ＜１时，
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ｍ（１＋１ａ
）＝
１＋１ａ＋１

ｅ１＋
１
ａ

＜
２＋１ａ
（１＋１ａ

）２

＝
２＋１ａ

１＋１ａ２＋
２
ａ

＜
２＋１ａ
１
ａ２＋

２
ａ

＝ａ．

如 图１，由ｍ（－１）＝０，而１＋１ａ ＞０
，故直线

ｙ＝ａ与函数ｙ＝ｍ（ｘ）的图像的两个交点的横坐

标分别在区间（－１，０）和（０，１＋１ａ
）内，故ｆ（ｘ）

在区间（－１，０）和（０，１＋１ａ
）内各有一个零点．

解法２　 由ｆ（ｘ）＝ｘ－ａｅｘ＋１得ｆ′（ｘ）＝
１－ａｅｘ．

若ａ≤０，则ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）在Ｒ上递增，

ｆ（ｘ）至多只有一个零点，舍去；

图１ 图２

若ａ＞０，由ｆ′（ｘ）＝０得ｘ＝ｌｎ１ａ
，当ｘ∈

（－∞，ｌｎ１ａ
）时，ｆ′（ｘ）＞０，函数ｆ（ｘ）递增；当ｘ

∈ （ｌｎ１ａ
，＋∞）时，ｆ′（ｘ）＜０，函数ｆ（ｘ）递减；

所以ｆ（ｘ）极 大 ＝ｆ（ｌｎ１ａ
）＝ｌｎ１ａ．

若ｆ（ｘ）有两个

零点，则必须ｌｎ１ａ ＞０
，即０＜ａ＜１．

如图２所示，一方面，－１＜ｌｎ１ａ
，而ｆ（－１）

＝－ａｅ－１ ＜０；

另一方面，１＋１ａ ＞ｌｎ
１
ａ
，而

ｆ（１＋１ａ
）＝ （１＋１ａ

）－ａｅ１＋
１
ａ ＋１

＜ （１＋１ａ
）－ａ（１＋１ａ

）２＋１

＝－ａ＜０，

故ｆ（ｘ）在区间（－１，ｌｎ１ａ
）和（ｌｎ１ａ

，１＋１ａ
）

各有一个零点，满足题意．
综上：当０＜ａ＜１时ｆ（ｘ）有两个零点．
（２）解法１　由ｆ（ｘ１）＝０得ｘ１－ａｅｘ１＋１＝

０，即ｅｘ１ ＝ｘ１＋１ａ
，同理ｅｘ２ ＝ｘ２＋１ａ

，于是待证式

ｅｘ１＋ｅｘ２ ＞２

ｘ１＋１ａ ＋ｘ２＋１ａ ＞２

ｘ１＋ｘ２ ＞２ａ－２．
由ａ∈（０，１），则２ａ－２＜０，故只需证：ｘ１＋

ｘ２＞０，由（１）知－１＜ｘ１＜０＜ｘ２，则ｘ２ 和－ｘ１
均属于区间（０，＋∞），而函数ｍ（ｘ）在（０，＋∞）
递减，ｍ（ｘ１）＝ｍ（ｘ２），则
ｘ１＋ｘ２ ＞０ｘ２ ＞－ｘ１
ｍ（ｘ２）＜ｍ（－ｘ１）ｍ（ｘ１）＜ｍ（－ｘ１）．
设Ｇ（ｘ）＝ｍ（ｘ）－ｍ（－ｘ），ｘ∈（－１，０），则

Ｇ′（ｘ）＝ｍ′（ｘ）＋ｍ′（－ｘ）＝－ｘｅｘ ＋
ｘ
ｅ－ｘ ＝ｘ

（ｅｘ－

ｅ－ｘ）＞０，所以Ｇ（ｘ）在（－１，０）递增，则Ｇ（ｘ）＜
Ｇ（０）＝０，于是ｘ∈（－１，０）时ｍ（ｘ）＜ｍ（－ｘ）．

因 此，ｍ（ｘ１）＜ ｍ（ｘ２），即 证 明 了：ｘ１ ＋ｘ２
＞０．

解法２　 同上，先证：ｘ１＋ｘ２ ＞０，则

ｅｘ１＋ｅｘ２ ≥２　ｅｘ１·ｅｘ槡 ２ ＝２ｅ
ｘ１＋ｘ２
２ ＞２．

２．困惑及解疑

第（１）问 学 生 入 手 不 难，但 在 论 证 函 数 零 点

个数问题这一关键节点，要么束手无策，要么以图

代证，思维不够严谨．看到命题中心提供的以上两

种参考答案后，学生们更加困惑了，第（１）问两种

解法，在 论 证ｆ（ｘ）的 零 点 存 在 性 时 均 取 点“１＋
１
ａ
”，宛如神来之笔，这是如何想到的呢？

其实，我们可以这样思考：设存在ｘ０ ＞０使得

ｍ（ｘ０）＜ａ，即
ｘ０＋１
ｅｘ０ ＜ａ，这是个超越不等式，无法

直接求解，如果能放缩为常规的有理不等式就好

了，为了保持不等号方向的不变性，需将分母缩小，

联想到基本结论“ｘ＞０时，ｅｘ＞ｘ２”，则要ｘ０＋１
ｅｘ０ ＜

ａ成 立，只 需ｘ０＋１
ｘ２０ ≤ａ，解 之 得 只 需 ｘ０ ≥

１＋ １＋４槡 ａ
２ａ

，我们可以取ｘ０＝１＋ １＋４槡 ａ
２ａ

，但它

比较复 杂，我 们 不 妨 放 缩，比 如：１＋ １＋４槡 ａ
２ａ ＜
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１＋ １＋４ａ＋４ａ槡 ２

２ａ ＝１＋２ａ＋１２ａ ＝１＋１ａ
，于是便

可取ｘ０ ＝１＋１ａ．

事 实上，ｘ０ 的取值不唯一．由于０＜ａ＜１，则

１＋１ａ ＜
２
ａ
，我们还可取ｘ０ ＝ ２ａ

，这时论证过程

如下：

ｍ（２ａ
）＝

２
ａ＋１

ｅ
２
ａ
＜

２
ａ＋１

（２
ａ
）２
＝２ａ＋ａ

２

４

＜２ａ＋ａ４ ＜ａ．

３．思考及应用

以上寻找“取 值 点”的 思 维 过 程 可 以 简 单 概

括为：设出“取值点”，利用分析法，列出不等关系，
借助“基本导数不等式”，将超越不等式通过放缩

转化为有理不等式，不断寻找式子成立的充分条

件，或求解，或代值尝试，直到找出合适的取值．
“一枝独秀不是春，一花引来百花开”，下面我

们来领略这种方法的广泛应用．
例１　（２０１８年武昌区高三五月调考题简编）

已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－ａｘ＋１有 两 个 零 点ｘ１，

ｘ２（ｘ１ ＜ｘ２），求ａ的取值范围．

解法１　ｆ′（ｘ）＝ １ｘ－ａ
，若ａ≤０，ｆ′（ｘ）＞

０，ｆ（ｘ）单调递增，ｆ（ｘ）至多一个零点，舍去；若ａ

＞０，由ｆ′（ｘ）＝０得ｘ＝ １ａ
，当ｘ∈ （０，１ａ

）时，

ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）递 增；当ｘ∈ （１ａ
，＋ ∞）时，

ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）递减，则ｆ（ｘ）极 大 ＝ｆ（１ａ
）＝ｌｎ

１
ａ
，要使ｆ（ｘ）有两个零点，其必要条件是ｌｎ１ａ ＞

０，则０＜ａ＜１，下面说明充分性：

图３

由ｅ＞ａ，则１
ｅ ＜

１
ａ
，而ｆ（１ｅ

）＝－ａｅ ＜

０，于 是ｆ（ｘ）在 区 间

（１
ｅ
，１
ａ
）有 一 个 零 点，

又由４
ａ２ ＞

１
ａ
，而ｆ（４ａ２

）

＝ｌｎ４ａ２－ａ
·４
ａ２＋１＝２ｌｎ

２
ａ－

４
ａ＋１＜２

（２
ａ－

１）－４ａ＋１＝－１＜０
，于是ｆ（ｘ）在区间（１

ａ
，４
ａ２
）

有一个零点，如图３所示，故０＜ａ＜１时，ｆ（ｘ）必

定有两个零点．
解法２　同解法１，先得出０＜ａ＜１，并分析

出ｆ（ｘ）在区间（１
ｅ
，１
ａ
）上有一个零点．

另一方面，由ｅ
２
ａ ＞１ａ

，ｆ（ｅ
２
ａ）＝２ａ－ａ

·ｅ
２
ａ ＋

１＜２ａ－ａ
（２
ａ
）２＋１＝ａ－２ａ ＜０，故ｆ（ｘ）在区间

（１
ａ
，ｅ

２
ａ）上有一个零点，故０＜ａ＜１时，ｆ（ｘ）必

定有两个零点．

思考：对于解法１，４ａ２
其实是这样取到的：设

存在ｘ０＞１ａ
使得ｆ（ｘ０）＜０，即ｌｎｘ０－ａｘ０＋１＜

０ｌｎｘ０＜ａｘ０－１ｘ０＜ｅａｘ０－１，这是一个无理不

等式，无法直接求解，如果能放缩为常规的有理不等

式就好了，为了保持不等号的方向的不变性，可寻求

不等式成立的充分条件，如将不等式右边缩小后不

等式还能成立，由结论“ｘ＞０时，ｅｘ＞ｘ２”，则只需ｘ０
≤（ａｘ０－１）２，即ａ２　ｘ２０－（１＋２ａ）ｘ０＋１＞０，即只需

ｘ０ ≥ １＋２ａ＋ １＋４槡 ａ
２ａ２

， 我 们 可 以 取 ｘ０ ＝

１＋２ａ＋ １＋４槡 ａ
２ａ２

，但这个值太复杂，由ａ∈ （０，１），

１＋４槡 ａ＜１＋２ａ，所 以１＋２ａ＋ １＋４槡 ａ
２ａ２ ＜

１＋２ａ
ａ２ ＜ ４ａ２

，所以才取ｘ０ ＝ ４ａ２．

对于解法２，我 们 是 这 样 思 考 的，鉴 于ｆ（ｘ）
中含有对数，为 了 好 算，还 要 取 的 值 必 须 和ａ有

关，我 们 不 妨 设 要 取 的 数 形 如ｅ
ｎ
ａ 的 形 式，则

ｆ（ｅ
ｎ
ａ）＝ ｎａ －ａ

·ｅ
ｎ
ａ ＋１＜０，同样需要将无理不

等式进行放缩，则只需ｎ
ａ －ａ

（ｎ
ａ
）２＋１＜０，由于

１
ａ ＞１

，为了好求解，近一步探寻其成立的充分条

件，则只需ｎ
ａ－

ｎ２
ａ＋

１
ａ ＜０

，即ｎ２－ｎ－１＞０，显

然ｎ≥２时均满足题意，于是我们可以取ｘ０＝ｅ
２
ａ．

例２　（２０１７年全国卷 Ⅰ）已知ｆ（ｘ）＝ａｅ２ｘ
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＋（ａ－２）ｅｘ－ｘ．
（１）讨论ｆ（ｘ）的单调性；
（２）若ｆ（ｘ）有两个零点，求ａ的取值范围．
解 　（１）ｆ′（ｘ）＝２ａｅ２ｘ ＋（ａ－２）ｅｘ －１＝

（ａｅｘ－１）（２ｅｘ＋１），易得：当ａ≤０时，ｆ（ｘ）在Ｒ

上递减；当ａ＞０时，易得ｆ（ｘ）在（－∞，ｌｎ１ａ
）上

递减，在（ｌｎ１ａ
，＋∞）上递增．

（２）若ａ≤０，由（１）知，ｆ（ｘ）至多一个零点；

若ａ＞０，由（１）知ｆ（ｘ）ｍｉｎ＝ｆ（ｌｎ１ａ
）＝１－１ａ＋

ｌｎａ，

①当ａ＝１时，由于ｆ（ｌｎ１ａ
）＝０，ｆ（ｘ）只有

一个零点；

② 当ａ＞１时，ｆ（ｌｎ１ａ
）＝１－１ａ＋ｌｎａ＞０

，

ｆ（ｘ）没有零点；

③ 当０＜ａ＜１时，ｆ（ｌｎ１ａ
）＜０，且ｌｎ１ａ ＞

０，如图４所示，由ｆ（－１）＝ａｅ２＋
ａ
ｅ＋１－

２
ｅ ＞０

，

故ｆ（ｘ）在（－∞，ｌｎ１ａ
）上只有一个零点，而

ｆ（ｌｎ３ａ
）＝ａｅ２ｌｎ

３
ａ ＋（ａ－２）ｅｌｎ

３
ａ －ｌｎ３ａ

＝ａ·（３ａ
）２＋（ａ－２）·３ａ－ｌｎ

３
ａ

＝ ３ａ＋３－ｌｎ
３
ａ ＞

３
ａ＋３－

（３
ａ－１

）

＝２＞０，

且ｌｎ３ａ ＞ｌｎ
１
ａ
，故ｆ（ｘ）在（ｌｎ１ａ

，＋∞）上

只有一个零点．
综上所述：若ｆ（ｘ）有两个零点，则０＜ａ＜１．

图４

　

图５

思考 　 上述解答中最难的地方在于 怎 么 想

到取ｌｎ３ａ
这个地方的函数值来论证？其实这里也

有缘由：由于极值点为ｌｎ１ａ
，我们要取的数必须

比它大，结合０＜ａ＜１，我们采用待定系数法，尝

试选取具有相同结构的ｌｎｎａ
，其中ｎ∈Ｚ＊，且ｎ

＞１，这时设ｆ（ｌｎｎａ
）＝ａｅ２ｌｎ

ｎ
ａ ＋（ａ－２）ｅｌｎ

ｎ
ａ －ｌｎ

ｎ
ａ ＞０

，即ａ（ｎａ
）２＋（ａ－２）·ｎａ－ｌｎ

ｎ
ａ ＞０

，由结

论“ｌｎｘ≤ｘ－１，当且仅当ｘ＝１取等号”知，上式

成 立的充分条件是：ａ（ｎａ
）２＋（ａ－２）·ｎａ－

（ｎ
ａ－

１）＞０，即ｎａ
（ｎ－３）＋ｎ＋１＞０，而ｎ＝３时这个

式子显然成立．
例３　（２０１６年全国卷Ⅰ，理科第２１题改编）

已 知ａ＞０，求证ｆ（ｘ）＝（ｘ－２）ｅｘ＋ａ（ｘ－１）２ 有

两个零点．
解 　ｆ′（ｘ）＝（ｘ－１）（ｅｘ＋２ａ），当ａ＞０时，

ｆ（ｘ）在（－ ∞，１）递 减，（１，＋ ∞）递 增，所 以

ｆ（ｘ）极 小 ＝ｆ（１）＝－ｅ＜０，ｆ（２）＝ａ＞０，取ｂ＜

０且ｂ＜ｌｎａ２
，则ｆ（ｂ）＞ａ２

（ｂ－２）＋ａ（ｂ－１）２＝

ａ（ｂ２－３２ｂ
）＞０，如图５所示．

故函数ｆ（ｘ）在区间（ｂ，１）和（１，２）各有一个

零点．
思考：以上解法中ｂ满 足 的 条 件 是 如 何 想 到

的呢？这里有一个待定系数法的思考过程，首先我

们需要寻找的数ｂ比１小，且越小越好，则ｅｂ 可无

限趋近于０，而ａ＞０，则一定存在正数λ满足ｅｂ＜
λａ，将ｅｂ 放大为和ａ有关的式子λａ后，便于计算，
此时

ｆ（ｂ）＝ （ｂ－２）ｅｂ＋ａ（ｂ－１）２

＞ （ｂ－２）λａ＋ａ（ｂ－１）２

＝ａ［（ｂ－１）２＋λ（ｂ－２）］，
于 是只需（ｂ－１）２＋λ（ｂ－２）＞０，观察知λ＝

１
２

是符合题意的．

数学解题崇尚自然，只有自然的解答我们才

能学得会，很多看似“冰冷”的解答背后往往隐藏

着火热的思考．我们学习解题，“知其然”更要“知

其所以然”，教师“授人以鱼”更要“授人以渔”．

（收稿日期：２０１８－０９－０８）
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探究三角形中的最值问题的常见解法

李 　 凯 　　 郑 　 玲

（广东省珠海市斗门区第一中学，５１９０００）

纵观近几年的数学高考和竞赛中的真题及模

拟题，三角形中的最值问题是一个高频考点．常见

的题型有与长度、面积、角度有关的最值．学生常

常感到困惑．事实上，掌握了破解此类问题的常见

解法，则能以不变应万变．
一、一道２０１８年高考题的四种解法

引例　（２０１８年高考江苏卷１３题）在△ＡＢＣ
中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的 边 分 别 为ａ，ｂ，ｃ，∠ＡＢＣ ＝
１２０°，∠ＡＢＣ的平分线交ＡＣ于点Ｄ，且ＢＤ ＝１，
则４ａ＋ｃ的最小值为 ．

解法１（建立直角坐标系，借助不等式）

图１

如图１，以Ｂ为坐标原

点，ＢＤ 所在直线为ｘ轴建

立直 角 坐 标 系，则Ａ（ｃ２
，

槡３ｃ
２
），Ｃ（ａ２

， － 槡３ａ
２
），

Ｄ（１，０）．
因为Ａ、Ｄ、Ｃ 三 点 共

线，则 →ＡＤ／／ →ＤＣ，而 →ＡＤ ＝

（１－ｃ２
，－槡３ｃ２

），→ＤＣ＝ （ａ２－１
，－槡３ａ２

），所以

（１－ｃ２
）·槡３ａ
２ －槡３ｃ２ ·

（ａ
２－１

）＝０，

化简得１
ａ＋

１
ｃ ＝１．

因此

４ａ＋ｃ＝ （４ａ＋ｃ）（１ａ＋
１
ｃ
）＝５＋ｃａ ＋

４ａ
ｃ

≥５＋２ ｃ
ａ．
４ａ槡 ｃ ＝９，

当且仅当ｃ＝２ａ＝３，即ｃ＝３，ａ＝ ３２
时取

等号，故４ａ＋ｃ的最小值为９．
解法２（利用面积公式，借助不等式）
由题意可知，Ｓ△ＡＢＣ ＝Ｓ△ＡＢＤ ＋Ｓ△ＢＣＤ，由角平

分线性质和三角形面积公式得

１
２ａｃｓｉｎ　１２０°＝

１
２ａ×１×ｓｉｎ　６０°＋

１
２ｃ×１×

ｓｉｎ　６０°，

化简得ａ＋ｃ＝ａｃ，即１ａ＋
１
ｃ ＝１．

下同解法

１．
解法３（利用正弦定理，借助不等式）
设 ∠ＢＤＡ＝α，在 △ＡＢＤ，△ＢＣＤ 中分别用

正弦定理，有 １
ｓｉｎ　Ａ＝

ｃ
ｓｉｎα

，１
ｓｉｎ　Ｃ＝

ａ
ｓｉｎα

，所以１
ｃ

＝ｓｉｎ
（１２０°－α）
ｓｉｎα

，１
ａ ＝

ｓｉｎ（α－６０°）
ｓｉｎα

，两式相加化

简得１
ａ＋

１
ｃ ＝１．

下同解法１．

解法４（函数法）
设∠ＢＡＤ＝α，∠ＢＣＤ＝６０°－α，∠ＢＤＡ＝

１２０°－α，∠ＢＤＣ＝６０°＋α．
在 △ＡＢＤ 中，由正弦定理得

ＡＢ
ＢＤ ＝

ｓｉｎ∠ＢＤＡ
ｓｉｎ∠ＢＡＤ ＝

ｓｉｎ（１２０°－α）
ｓｉｎα

，

所以ｃ＝ 槡３
２ｔａｎα＋

１
２．

在 △ＢＣＤ 中，由正弦定理得

ＢＣ
ＢＤ ＝

ｓｉｎ∠ＢＤＣ
ｓｉｎ∠ＢＣＤ ＝

ｓｉｎ（６０°＋α）
ｓｉｎ（６０°－α）

，

所以ａ＝槡３＋ｔａｎα
槡３－ｔａｎα

．

故４ａ＋ｃ＝４
（槡３＋ｔａｎα）
槡３－ｔａｎα

＋ 槡３
２ｔａｎα＋

１
２．

再令ｔａｎα＝ｔ，显然０＜α＜６０°，则０＜ｔ＜

槡３．故

４ａ＋ｃ＝４
（槡３＋ｔ）
槡３－ｔ

＋槡３２ｔ＋
１
２

＝ 槡８　３
槡３－ｔ

＋槡３２ｔ－
７
２．

令ｇ（ｔ）＝ 槡８　３
槡３－ｔ

＋槡３２ｔ－
７
２
（０＜ｔ＜槡３），则
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ｇ′（ｔ）＝ 槡８　３
（槡３－ｔ）２

－槡３２ｔ２．
令ｇ′（ｔ）＝０，得ｔ　＝槡３５

，

所以ｇ（ｔ）的最小值为ｇ（槡３５
）＝９．

故４ａ＋ｃ的最小值为９．
评析 　 在解三角形中，面积公式、正余弦定

理是最常用的公式．解法１、解法２、解法３中得到

边长关系后均借用了基本不等式，过程较简单，易
计算，解法４计算量最大．在三角形中的最值问题

很多都可以用以上方法来尝试求解，但要懂得适

当选择较简洁的方法．在应试中，我们要灵活地把

握．除了以上这些方法，有些题目表示的图形比较

特殊，直接利用图形的几何性质也可求得最值．
二、例析几种方法在求三角最值中的应用

１．建立直角坐标系及不等式

例１　（２０１８届广东点石联盟二模理１６）如

图２，在△ＰＢＣ中，ＰＡ２＋ＰＢ２＝１０，Ｃ、Ｄ是线段

ＡＢ 上 的 两 点，且ＡＣ ＝ＢＤ，∠ＣＰＤ ＝９０°．则

２ＡＢ＋ＣＤ 的最大值为 ．

图１

　

图２

解析 　 如 图３，以ＡＢ 的 中 点 为 坐 标 原 点，

ＡＢ所在的直线为ｘ轴建立直角坐标系．设ＡＢ＝
２ａ，ＣＤ ＝２ｂ，则Ａ（－ａ，０），Ｂ（ａ，０），Ｃ（－ｂ，０），

Ｄ（ｂ，０），设Ｐ（ｘ，ｙ）．
由ＰＡ２＋ＰＢ２＝１０得（ｘ＋ａ）２＋ｙ２＋（ｘ－

ａ）２＋ｙ２ ＝１０，化简得

ｘ２＋ｙ２ ＝５－ａ２ ①
由∠ＣＰＤ＝９０°得 →ＰＣ· →ＰＤ＝０，即（－ｂ－ｘ，

－ｙ）．（ｂ－ｘ，－ｙ）＝０，化简得

ｘ２＋ｙ２ ＝ｂ２ ②
比较 ①② 得ｂ２＋ａ２ ＝５．
由柯西不等式得（２２＋４２）（ｂ２＋ａ２）≥ （２ｂ＋

４ａ）２，故２ＡＢ＋ＣＤ＝４ａ＋２ｂ≤１０，当且仅当ａ＝
２，ｂ＝１时取等号．

所以，２ＡＢ＋ＣＤ 的最大值为１０．
例２　（２００８年江苏高考１３）满足条件ＡＢ＝

２，ＡＣ ＝ 槡２ＢＣ 的 △ＡＢＣ 的 面 积 的 最 大 值

为 ．

图４

解析　如图４，以

ＡＢ 中点为坐标原点，

ＡＢ所在直线为ｘ轴建

立直角坐标系，则Ａ（－
１，０），Ｂ（１，０）．

设 Ｃ（ｘ，ｙ）， 则

（ｘ＋１）２＋ｙ槡 ２　＝槡２
· （ｘ－１）２＋ｙ槡 ２（ｙ
≠０），化简得（ｘ－３）２

＋ｙ２ ＝８，故Ｃ在一个圆周上运动，易得 ｙｃ ≤２

槡２，故Ｓ△ＡＢＣ ＝ １２×２× ｙｃ ≤ 槡２　２，故 △ＡＢＣ的

面积的最大值为 槡２　２．
小结 　 在常规题型中，一般不需要建系即可

求解．但对于一些题设条件不太好理解的题目（比
如例１）以及计算量比较大的题目（比如例２），建

立直角坐标系，能够有效地克服这些问题，可作为

应试中的一种选择．
２．利用正余弦定理、面积公式及不等式

例３　（２０１４年新课标Ⅰ理１６）已知ａ，ｂ，ｃ分

别为△ＡＢＣ三个内角Ａ，Ｂ，Ｃ的对边，ａ＝２，且（２
＋ｂ）（ｓｉｎ　Ａ－ｓｉｎ　Ｂ）＝（ｃ－ｂ）ｓｉｎ　Ｃ，则△ＡＢＣ面

积的最大值为 ．
解 析　因为ａ＝２，且（２＋ｂ）（ｓｉｎ　Ａ－ｓｉｎ　Ｂ）

＝ （ｃ－ｂ）ｓｉｎ　Ｃ，结合正弦定理可得（ａ＋ｂ）（ａ－ｂ）

＝ （ｃ－ｂ）ｃ，化简得ｂ２＋ｃ２－ａ２＝ｂｃ，故由余弦定

理得ｃｏｓ　Ａ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ ＝ １２

，所以Ａ＝ π３．

根据ｂ２＋ｃ２－ａ２＝ｂｃ及基本不等式得ｂｃ≥
２ｂｃ－ａ２，即ｂｃ≤ａ２ ＝４．

所以 △ＡＢＣ 面 积 的 最 大 值 为１
２ ×４　×

槡３
２

＝槡３．
例４　（２０１８届珠海市一模理１６）在 △ＡＢＣ

中，角Ａ、Ｂ、Ｃ所对的边分别为ａ、ｂ、ｃ，若｜ →ＣＡ－
→ＣＢ｜＝３，→ＣＡ· →ＣＢ＝６，则 △ＡＢＣ面积的最大值

为 ．
解析 　由｜ →ＣＡ－ →ＣＢ｜＝３得｜ＡＢ｜＝３，由

→ＣＡ· →ＣＢ ＝６得ａｂｃｏｓ　Ｃ＝６，所以ｃｏｓ　Ｃ＝ ６ａｂ．

由余弦定理可得９＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ≥

２ａｂ－１２，所以ａｂ≤２１２．

故 △ＡＢＣ的面积
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Ｓ＝ １２ａｂｓｉｎ　Ｃ＝
１
２ａｂ　１－ｃｏｓ

２槡 Ｃ

＝ １２ａｂ　１－
３６
ａ２ｂ槡 ２ ＝

１
２ ａ２ｂ２－槡 ３６

≤ 槡３　３３
４

，

当且仅当ａ＝ｂ　＝ 槡４２２ 时取等号．故△ＡＢＣ

面积的最大值为 槡３　３３
４ ．

例５　（２０１６年全国 高 中 数 学 联 赛 第９题 改

编）在△ＡＢＣ中，角Ａ、Ｂ、Ｃ所对的边分别为ａ、ｂ、
ｃ，若ａ２＋２ｂ２ ＝３ｃ２，求ｓｉｎＣ的最大值．

解析 　 由余弦定理可得

ｃｏｓ　Ｃ＝ａ
２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ

＝
ａ２＋ｂ２－１３

（ａ２＋２ｂ２）

２ａｂ ＝ ａ３ｂ＋
ｂ
６ａ

≥２ ａ
３ｂ．
ｂ
６槡 ａ＝

槡２
３
，

故ｓｉｎＣ＝ １－ｃｏｓ２槡 Ｃ≤槡７３
，当且仅当ａ∶ｂ

∶ｃ　＝槡３　∶槡６　∶槡５时取等号．

因此，ｓｉｎＣ的最大值为槡７
３．

小结 　 在试题中，一般需要用解三角形或向

量的知识对已知条件进行翻译化简，然后再用基

本不等式求最值，在求最值得过程中，一定要验证

等号成立的条件．
３．利用函数法

图５

例６　（２０１８届 安

徽 省 宿 州 市 高 三 上 学

期 第 一 次 教 学 质 量 检

测１６）△ＡＢＣ 的 内 角

Ａ，Ｂ，Ｃ的 对 边 分 别 为

ａ，ｂ，ｃ，已 知 ｂ ＝ ｃ，
ｓｉｎＢ＋ｓｉｎ（Ａ－Ｃ）＝
ｓｉｎ２Ａ，若Ｏ为 △ＡＢＣ
所在平面内一点，且Ｏ，Ｃ在直线ＡＢ 的异侧，ＯＡ
＝２ＯＢ ＝２，则 四 边 形ＯＡＣＢ 面 积 的 取 值 范 围

是 ．
解 　 设 ∠ＡＯＢ ＝θ，则

Ｓ△ＡＯＢ ＝ １２
·ＯＡ·ＯＢ·ｓｉｎθ＝ｓｉｎθ．

由题意得

ｓｉｎ　Ｂ＋ｓｉｎ（Ａ－Ｃ）

＝ｓｉｎ（Ａ＋Ｃ）＋ｓｉｎ（Ａ－Ｃ）＝２ｓｉｎ　Ａｃｏｓ　Ｃ
＝２ｓｉｎ　Ａｃｏｓ　Ａ，
又ｓｉｎＡ≠０，所以ｃｏｓＣ＝ｃｏｓ　Ａ，所以Ｃ＝Ａ．

又ｂ＝ｃ，所以 △ＡＢＣ为等边三角形．
在 △ＡＯＢ 中，由余弦定理得

ＡＢ２ ＝ｃ２ ＝１２＋２２－２×１×２×ｃｏｓθ
＝５－４ｃｏｓθ．
所以

Ｓ四边形ＯＡＣＢ ＝Ｓ△ＡＯＢ ＋Ｓ△ＡＢＣ ＝ｓｉｎθ＋１２ｃ
２ｓｉｎπ３

＝ｓｉｎθ＋槡３４
（５－４ｃｏｓθ）

＝ｓｉｎθ－槡３ｃｏｓθ＋ 槡５　３
４ ＝２ｓｉｎ（θ－π３

）＋ 槡５　３
４
，

因为０＜θ＜π，－π３＜θ－
π
３＜

２π
３
，所以－槡３２

＜ｓｉｎ（θ－π３
）≤１，所以

槡３
４ ＜２ｓｉｎ

（θ－π３
）＋ 槡５　３

４ ≤ 槡５　３
４ ＋２，

即四边形ＯＡＣＢ面积的取值范围是（槡３
４
，槡５　３
４

＋２］．
例７　（２０１６年江苏高考１４）在锐角三 角 形

ＡＢＣ 中，若ｓｉｎ　Ａ＝２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ，则ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂ·
ｔａｎ　Ｃ的最小值是 ．

解 析　由ｓｉｎ　Ａ＝ｓｉｎ（１８０°－Ａ）＝ｓｉｎ（Ｂ＋
Ｃ）＝ｓｉｎ　Ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｏｓ　Ｂｓｉｎ　Ｃ，ｓｉｎ　Ａ＝２ｓｉｎ　Ｂ·
ｓｉｎ　Ｃ，可得

ｓｉｎ　Ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｏｓ　Ｂｓｉｎ　Ｃ＝２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ ①
由三角形ＡＢＣ为锐角三角形，则ｃｏｓ　Ｂ＞０，

ｃｏｓ　Ｃ＞０，在①式两侧同时除以ｃｏｓ　Ｂｃｏｓ　Ｃ可得

ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ＝２ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ．
又ｔａｎ　Ａ＝ｔａｎ（１８０°－Ａ）＝－ｔａｎ（Ｂ＋Ｃ）

＝－ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ１－ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ ②

则ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ ＝－ ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ１－ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ
·

ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ．
由ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ＝２ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ可得

ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ＝－２
（ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ）２
１－ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ

．

令ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ ＝ｔ，由Ａ，Ｂ，Ｃ 为 锐 角 可 得

ｔａｎＡ＞０，ｔａｎＢ ＞０，ｔａｎＣ ＞０，由 ② 式 得１－
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ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ＜０，所以ｔ＞１，

ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ＝－ ２ｔ
２

１－ｔ＝
２

１
ｔ－

１
ｔ２
．

因为ｔ＞１，所以１
ｔ－

１
ｔ２ ＝－

（１
ｔ－

１
２
）２＋１４

∈ （０，１４
］，于是可得

ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ＝ ２
１
ｔ－

１
ｔ２
≥８．

当 且仅当ｔ＝２时取等号，此时ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ
＝４，ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ＝２，解得ｔａｎ　Ａ＝４，ｔａｎ　Ｂ＝２＋

槡２，ｔａｎ　Ｃ＝２　－槡２（或ｔａｎ　Ｂ，ｔａｎ　Ｃ互换），此时Ａ，

Ｂ，Ｃ均为锐角．
故ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ的最小值为８，
小结 　 函 数 法 是 指 选 一 个 变 量（常 用 角 或

边）将待求的目标表示为这个变量 的 函 数，当 函

数的最值直接不好求时，可能要变形换元或者通

过导数来求最值．

图６

４．利用图形的几何性质

例８　（２０１５年新课标Ⅰ理

１６）如 图 ６，在 平 面 四 边 形

ＡＢＣＤ 中，∠Ａ＝ ∠Ｂ＝ ∠Ｃ＝
７５°，ＢＣ＝２，则ＡＢ 的取值范围

是 ．

图７

解析 　 如 图７所 示，延 长

ＢＡ，ＣＤ交于Ｅ，平移ＡＤ，当Ａ与

Ｄ重 合 于Ｅ 点 时，ＡＢ 最 长，在

△ＢＣＥ 中，∠Ｂ ＝ ∠Ｃ ＝ ７５°，

∠Ｅ＝３０°，ＢＣ ＝２，由正弦定理

可得 ＢＣ
ｓｉｎ∠Ｅ ＝

ＢＥ
ｓｉｎ∠Ｃ

，即 ２
ｓｉｎ３０°

＝ ＢＥ
ｓｉｎ７５°

，解得ＢＥ　＝槡６　＋槡２．

平移ＡＤ，当Ｄ与Ｃ重合时，

ＡＢ 最短，此时与ＡＢ交于Ｆ，在△ＢＣＦ中，∠Ｂ＝
∠ＢＦＣ ＝７５°，∠ＦＣＢ ＝３０°，由 正 弦 定 理 知，

ＢＦ
ｓｉｎ∠ＦＣＢ ＝

ＢＣ
ｓｉｎ∠ＢＦＣ

，即 ＢＦ
ｓｉｎ３０ｏ ＝

２
ｓｉｎ７５ｏ

，解得

ＢＦ　＝槡６　－槡２．
所以，ＡＢ 的取值范围为（槡６　－槡２，槡６　＋槡２）．
例９　（２０１７年广州二模１６）在 平 面 四 边 形

ＡＢＣＤ 中，连接对角线ＢＤ，已知ＣＤ ＝９，ＢＤ ＝

１６，∠ＢＤＣ＝９０°，ｓｉｎＡ＝ ４５
，则对角线ＡＣ 的最

大值为 ．

图８

解析　建立如图８
如示坐标系，由于ｓｉｎＡ

＝ ４
５
、ＢＤ ＝ １６ 为 定

值，故Ａ 在以ＢＤ 为弦

的圆上 运 动，由 正 弦 定

理得２Ｒ＝ ＢＤ
ｓｉｎ　Ａ＝

２０，

Ｒ＝１０，故圆心的坐标

为（８，－６）或（８，６）．
当圆心坐标为（８，－６）时，ＡＣ的最大值即为

ＣＡ′的值，也即是ＣＯ＋Ｒ的值，由两点间的距离

公式有ＣＯ＋Ｒ＝ ８２＋１５槡 ２＋１０＝２７．
当圆心坐 标 为（８，６）时，同 样 可 求 得 对 角 线

ＡＣ的最大值为 ８２＋３槡 ２＋１０　＝ 槡７３＋１０＜２７．
综上，对角线ＡＣ的最大值为２７．
小结 　 利用图形的几何性质可以极 大 地 简

化计算，在应试中可以尝试着去挖掘．当然如例９
仍需先建立直角坐标系．
５．总结与综合应用

在以上几种方法中，方法１、方法２、方法３比

较通用，适用于大部分题型．在应试中，我们可以

看看是否能挖掘出图形的几何性质，若不明显，则
考虑用通用方法１和方法２．当然，在一些难题尤

其是在竞赛题中，可能需要多种方法配合起来用．
例１０　（２０１８年数学联赛湖北预赛题）设Ｇ

为 △ＡＢＣ的重心，ＢＧ ⊥ＣＧ，ＢＣ　＝槡２，则ＡＢ＋
ＡＣ的最大值为 ．

图９

解析　如图９，取ＢＣ
的中点Ｄ，由重心的 性 质

知ＡＤ ＝３ＤＧ．由ＢＧ ⊥

ＣＧ知ＤＧ＝１２ＢＣ　＝
槡２
２
，

故ＡＤ ＝ 槡３　２
２ ．

记 ∠ＡＤＢ ＝θ，则

∠ＡＤＣ＝１８０°－θ．
在 △ＡＢＤ 中，由余弦定理可得

ＡＢ２ ＝ＡＤ２＋ＢＤ２－２ＡＤ·ＢＤｃｏｓ∠ＡＤＢ
＝５－３ｃｏｓ∠ＡＤＢ，

即ＡＢ ＝ ５－３ｃｏｓ槡 θ．
同理，在 △ＡＤＣ 中，由 余 弦 定 理 可 得 ＡＣ
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＝ ５＋３ｃｏｓ槡 θ．

故（ＡＢ＋ＡＣ）２＝１０＋２　２５－９ｃｏｓ２槡 θ≤２０，

即ＡＢ＋ＡＣ≤ 槡２　５，当且仅当ＡＢ＝ＡＣ　＝槡５时

取等号．

所以，ＡＢ＋ＡＣ的最大值为 槡２　５．
三．巩固练习

１．（２０１７届山西省太原市高三模拟考试二文

１５）已知点Ｏ是△ＡＢＣ的内心，∠ＢＡＣ＝６０°，ＢＣ
＝１，则 △ＢＯＣ面积的最大值为 ．
２．（２０１８届 浙 江 省 嘉 兴 市 高 三 上 学 期 期 末

１５）在锐角△ＡＢＣ中，内角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边分别

是ａ，ｂ，ｃ， 若 Ｃ ＝ ２Ｂ， 则 ｃ
ｂ

的 取 值 范 围

是 ．

图１０

　　３．（２０１８届深圳一模９）如

图１０，在 △ＡＢＣ 中，∠ＡＢＣ ＝

９０°，ＡＣ ＝２ＣＢ　＝ 槡２　３，Ｐ 是

△ＡＢＣ 内 一 动 点，∠ＢＰＣ ＝
１２０°， 则 ＡＰ 的 最 小 值

为 ．
提示与解答：

１　．槡３１２．　　２．
（槡２，槡３）．

　　３　．槡１３－１．

（收稿日期：２０１８－０７－２４）

“一一对应”与“整体把握”

杨春波 　　　　　　　　　 程汉波

（河南省郑州市平行线教育，４５００００）　 （广东省广州市第二中学，５１０５３０）

文［１］提 及 处 理 集 合 相 等 问 题 的 新 思 路：两

集合相等，若集合中元素顺序可以确定，则应按大

小顺序一一对应（简称“一一对应”）；两集合相等，
我们也可整体把握，利用必要条件 ——— 集合中元

素之和、之积相等解题（简称“整体把握”）．
笔者在解题实践中发现：很多集合相等的题

目既可以“一一 对 应”又 可 以“整 体 把 握”．“一 一

对应”的好处是对应关系清楚，解题思路清晰，不

好的地方是往往需要分类讨论，过程稍长；“整体

把握”的好处是过程简洁，但有时技巧性稍强，不

太容易掌握，下面举例说明．
例１　设集合Ａ＝｛１，ａ，ｂ｝，Ｂ＝｛ａ，ａ２，ａｂ｝，

且Ａ＝Ｂ，求实数ａ，ｂ的值．
文［１］用元素 之 积 相 等“整 体 把 握”，下 面 用

“一一对应”给出另解．
另解 　集合Ａ，Ｂ中各有３个元素，其中ａ与

ａ对应，剩下２个元素有两种对应情况：

（１）
１＝ａ２，

ｂ＝ａｂ｛ ，
解得

ａ＝－１，

ｂ＝０｛ ．
（由元素的 互 异

性舍去ａ＝１．）

（２）
１＝ａｂ，

ｂ＝ａ２｛ ，
解得

ａ＝１，

ｂ＝１｛ ．
（由 元 素 的 互 异 性

知舍去．）
综上，ａ＝－１，ｂ＝０．
例２　 已知集合Ａ＝ ｛ｘ，ｘ＋１，１｝，Ｂ＝ ｛ｘ，

ｘ＋ｘ２，ｘ２｝，且Ａ＝Ｂ，求实数ｘ的值．
文［１］用元素 之 和 相 等“整 体 把 握”，下 面 用

“一一对应”给出另解．
另解 　 类似于例１，分两种情况讨论：

（１）
ｘ＋１＝ｘ＋ｘ２，

１＝ｘ２｛ ，
解得ｘ＝－１（由元素的

互异性舍去ｘ＝１）；

（２）
ｘ＋１＝ｘ２，

１＝ｘ＋ｘ２｛ ，
无解．

综上，实数ｘ＝１．
点评　例１、例２都是两个三元集合相等，且

有一个元素相同，实际上等价于两个二元集合相

等，有两种对应情况．“一一对应”来做，每次都要

解一个方程组，虽不比文［１］中解法简单，不过也

并不麻烦．
例３　已知ｘ，ｙ∈Ｒ，若｛ｘ，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５｝＝
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｛ｙ，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５｝，求证：ｘ＝ｙ．
文［１］用元素 之 积 相 等“整 体 把 握”，出 奇 制

胜，过程相当简洁．这是两个五元集合相等，笔者

尝试用“一一对应”来做，发现虽然 情 况 有 些 多，
但每一种情况都很简单．

另证 　 由元素的互异性知ｘ，ｙ≠０，±１，下
面讨论元素ｘ的对应情况：

（１）若ｘ＝ｙ，则符合题意；
（２）若ｘ＝ｙ２，则ｘ３＝ｙ６，容易知道ｙ６≠ｙ，

ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５（否则会得到ｙ＝０，±１，不符合集合

元素的互异性），即ｙ６｛ｙ，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５｝，舍去；
（３）若ｘ＝ｙ３，则ｘ２ ＝ｙ６，同理知ｙ６  ｛ｙ，

ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５｝，舍去；
（４）若ｘ＝ｙ４，则ｘ２ ＝ｙ８，同理知ｙ８  ｛ｙ，

ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５｝，舍去；
（５）若ｘ＝ｙ５，则ｘ２＝ｙ１０，同理知ｙ１０｛ｙ，

ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５｝，舍去．
综上，只能是ｘ＝ｙ，得证．
例４　 已知集合Ａ ＝ ｛ｓｉｎα，ｃｏｓα，１｝，Ｂ＝

｛ｓｉｎ２α，ｓｉｎα＋ｃｏｓα，０｝，且Ａ＝Ｂ，求（ｓｉｎα）２０１５＋
（ｃｏｓα）２０１５ 的值．

解法１　由Ａ＝Ｂ知，集合Ａ中也有元素０；
而在集合Ｂ中由元素的互异性知ｓｉｎα≠０，则只

能是ｃｏｓα＝０．Ａ＝Ｂ即｛ｓｉｎα，０，１｝＝｛ｓｉｎ２α，ｓｉｎ
α，０｝，得ｓｉｎ２α＝１．

在 集合Ａ中，由元素的互异性知ｓｉｎα≠１，则
ｓｉｎα＝－１．

于是，（ｓｉｎα）２０１５＋（ｃｏｓα）２０１５ ＝－１．
解法２　由Ａ＝Ｂ知，它们的元素之积相等，

则ｓｉｎαｃｏｓα＝０，而ｓｉｎα≠０，所以ｃｏｓα＝０；
由Ａ＝Ｂ知，它们的元素之和相等，则ｓｉｎα＋

ｃｏｓα＋１＝ｓｉｎ２α＋ｓｉｎα＋ｃｏｓα，ｓｉｎ２α＝１，
而ｓｉｎα≠１，所以ｓｉｎα＝－１．
于是，（ｓｉｎα）２０１５＋（ｃｏｓα）２０１５ ＝－１．
例５　（２０１１年全国高中数学联赛）　设集合

Ａ＝｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝，若Ａ中所有三元子集的三个

元素之和组成的集合为Ｂ＝｛－１，３，５，８｝，则集合

Ａ＝ ．
解法１　 不妨设ａ１ ＜ａ２ ＜ａ３ ＜ａ４，则ａ１＋

ａ２＋ａ３ ＜ａ１＋ａ２＋ａ４ ＜ａ１＋ａ３＋ａ４ ＜ａ２＋ａ３
＋ａ４．

由题意知

ａ１＋ａ２＋ａ３ ＝－１，

ａ１＋ａ２＋ａ４ ＝３，

ａ１＋ａ３＋ａ４ ＝５，

ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝８

烅

烄

烆 ，

解得ａ１ ＝－３，ａ２ ＝０，ａ３ ＝２，ａ４ ＝６．
所以，集合Ａ＝ ｛－３，０，２，６｝．
解法２　易知，在Ａ的所有三元子集中，每个

元素均出现了３次，所以

３（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４）＝－１＋３＋５＋８＝１５，
故ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝５．
则集合Ａ的四个元素分别为５－（－１）＝６，

５－３＝２，５－５＝０，５－８＝－３，即Ａ＝ ｛６，２，

０，－３｝．
点评 　 例４中解法１、解法２的过程类似，繁

简程度相当；例５中解法１的方程组怎么解呢？可

以将诸式相加得３（ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４）＝１５，下面

就与解法２相同了．由此可见，在有些题目中，“一
一对应”与“整体把握”这两种解法相差不大，甚

至没有区别．
例６（２０１４年华约）　 设ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５ 为

正整数，任取其中四个数求和，得到集合｛４４，４５，

４６，４７｝，求这五个数．
解法１　不妨设ｘ１≤ｘ２≤ｘ３≤ｘ４≤ｘ５，则
ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４≤ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ５≤ｘ１

＋ｘ２＋ｘ４＋ｘ５≤ｘ１＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５≤ｘ２＋ｘ３＋
ｘ４＋ｘ５，

这５个数组成集合｛４４，４５，４６，４７｝，所以必有

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４ ＝４４ ①
ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５ ＝４７ ②

②－① 得ｘ５－ｘ１＝３．这说明从ｘ１ 到ｘ５ 必

为连续整数，且有ｘ２＝ｘ３ 或ｘ３＝ｘ４，即这五个数

为

ｘ１，ｘ１＋１，ｘ１＋１，ｘ１＋２，ｘ１＋３，
或ｘ１，ｘ１＋１，ｘ１＋２，ｘ１＋２，ｘ１＋３．
代 回 ①式，得４ｘ１＋４＝４４或４ｘ１＋５＝４４，

得ｘ１ ＝１０或ｘ１ ＝３９４
（舍去），则这五个数为１０，

１１，１１，１２，１３，经检验满足题意．
解法２　 从 这 五 个 数 中 任 取 其 中 四 个 数 求

和，共有５种取法，而｛４４，４５，４６，４７｝仅有４个元

素，故一定有两个和相等，设相等的和为ｋ，即ｋ∈
｛４４，４５，４６，４７｝．五 个 和 式 中 每 个 数 均 出 现 了４
次，将它们相加得

４（ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５）

＝４４＋４５＋４６＋４７＋ｋ＝４５×４＋ｋ＋２，
等式左边是４的倍数，４５×４也是４的倍数，

则ｋ＋２也是４的倍数，易知ｋ＝４６，代回上式解得

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＋ｘ５ ＝５７，
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且这五个和为４４，４５，４６，４６，４７．
所以这五个数分别为５７－４４＝１３，５７－４５

＝１２，５７－４６＝１１，５７－４６＝１１，５７－４７＝１０．
例７　（２０１５年全国高中数学联赛）　 设ａ１，

ａ２，ａ３，ａ４ 是４个有理数，使得｛ａｉａｊ｜１≤ｉ＜ｊ≤

４｝＝ ｛－２４，－２，－３２
，－１８

，１，３｝，求ａ１＋ａ２＋

ａ３＋ａ４ 的值．
此题的 官 方 解 答 没 有 对ａｉａｊ 排 序，而 是 对

｜ａｉａｊ｜进行排 序，由 题 意 可 设｜ａ１｜＜｜ａ２｜＜
｜ａ３｜＜｜ａ４｜，则｜ａｉａｊ｜（１≤ｉ＜ｊ≤４）中最小

的与次小的两个数分别是｜ａ１ａ２｜及｜ａ１ａ３｜，最

大的与次大的两个数分别是｜ａ３ａ４｜及｜ａ２ａ４｜，

又｛ａｉａｊ｜１≤ｉ＜ｊ≤４｝＝ ｛－２４，－２，－３２
，－

１
８
，１，３｝，则对应关系跃然纸上，详细过程不再赘

述，感兴趣的读者自行搜索查看．下面再给出“一

一对应”与“整体把握”两种解法．
解法１　 不妨设ａ１ ＜ａ２ ＜ａ３ ＜ａ４，由｛ａｉａｊ

｜１≤ｉ＜ｊ≤４｝＝｛－２４，－２，－３２
，－１８

，１，３｝

中四负两正，可知ａ１ ＜ａ２ ＜０＜ａ３ ＜ａ４，则
｛ａ１ａ２，ａ３ａ４｝＝ ｛１，３｝ ①

｛ａ１ａ３，ａ１ａ４，ａ２ａ３，ａ２ａ４｝＝ ｛－２４，－２，－３２
，－１８

｝

②
对于 ① 式，ａ１ａ２ａ３ａ４ ＝３；
对于 ② 式，ａ１ａ４ 最小，ａ２ａ３ 最 大，则ａ１ａ４ ＝

－２４，ａ２ａ３ ＝－１８
，｛ａ１ａ３，ａ２ａ４｝＝ ｛－２，－３２

｝．

下面分情况讨论：

（１）

ａ１ａ２ａ３ａ４ ＝３，

ａ１ａ２ ＝１，

ａ１ａ３ ＝－２，

ａ１ａ４ ＝－２４

烅

烄

烆 ，

解得

ａ１ ＝－４，

ａ２ ＝－１４
，

ａ３ ＝ １２
，

ａ４ ＝６

烅

烄

烆 ．

（２）

ａ１ａ２ａ３ａ４ ＝３，

ａ１ａ２ ＝１，

ａ１ａ３ ＝－３２
，

ａ１ａ４ ＝－２４

烅

烄

烆 ，

解得ａ２１ ＝１２，这与ａ１ 为

有理数矛盾；

（３）

ａ１ａ２ａ３ａ４ ＝３，

ａ１ａ２ ＝３，

ａ１ａ３ ＝－２，

ａ１ａ４ ＝－２４

烅

烄

烆 ，

解得ａ２１ ＝４８，这与ａ１ 为

有理数矛盾；

（４）

ａ１ａ２ａ３ａ４ ＝３，

ａ１ａ２ ＝３，

ａ１ａ３ ＝－３２
，

ａ１ａ４ ＝－２４

烅

烄

烆 ，

解得

ａ１ ＝－６，

ａ２ ＝－１２
，

ａ３ ＝ １４
，

ａ４ ＝４

烅

烄

烆 ．

综上，ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝±９４．

解法２　 集合｛ａｉａｊ｜１≤ｉ＜ｊ≤４｝中元素

可两两配对使其乘积相等，观察集合｛－２４，－２，

－３２
，－１８

，１，３｝易知ａ１ａ２ａ３ａ４＝３．我们要求ａ１

＋ａ２＋ａ３＋ａ４ 的值，而该式关于ａ１，ａ２，ａ３，ａ４ 完全

对称．所以，由题意，不妨假定

ａ１ａ２ ＝－２４，ａ３ａ４ ＝－１８
；

ａ１ａ３ ＝－２，ａ２ａ４ ＝－３２
；

ａ１ａ４ ＝１，ａ２ａ３ ＝３．

解得ａ１＝－４，ａ２＝６，ａ３＝ １２
，ａ４＝－１４

或

ａ１ ＝４，ａ２ ＝－６，ａ３ ＝－１２
，ａ４ ＝ １４

，则

ａ１＋ａ２＋ａ３＋ａ４ ＝±９４．

【结语】
在处理集合相 等 问 题 上，“一 一 对 应”与“整

体把握”这两种解法各有千秋，读者 切 不 可 偏 废

其一．具 体 解 题 中 到 底 用 哪 种 解 法，得 看 实 际 情

况，多尝试，多比较，
多感悟，多总结．还要注意：不管用哪种方法，

都要检验集合中元素的互异性．

参考文献：
［１］　 杨春波．处 理 集 合 相 等 问 题 的 新 思 路［Ｊ］．

数学通讯（上半月），２０１５（４）．

（收稿日期：２０１８－０９－０３）
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承载函数压轴小题的两个新热点 ———ｘ
ｅｘ

与ｌｎｘ
ｘ

蔡勇全

（四川省资阳市外国语实验学校，６４１３００）

近年来，以“ｘ
ｅｘ
”或“ｌｎｘ

ｘ
”为载体的函数压轴

小题频繁 地 出 现 在 全 国 各 地 的 高 考 或 模 拟 试 卷

中，此类题目常以ｙ＝ｘｅｘ＋ｋ
或ｙ＝ｌｎｘｘ ＋ｋ（ｋ为

常数）为背景函数，考查了一元二次 方 程 根 与 系

数的关系、导数、函数的单调性等知识和换元、对

应、图形、配凑等意识．本文将对具体实例进行剖

析，力求揭示此类试题的考查形式，探索它们的题

型规律，透视其求解策略，供大家复习教学参考．

一、ｘ
ｅｘ

例１　（成都 市２０１８届 高 三 一 诊 理 科 第１２

题）若关于ｘ的方程ｘ
ｅｘ ＋

ｅｘ
ｘ－ｅｘ＋

ｍ＝０有三个

不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１＜０＜ｘ２＜ｘ３，
其中ｍ∈Ｒ，ｅ＝２．７１８２８… 为自然对数的底数，

则（ｘ１
ｅｘ１ －１

）２（ｘ２
ｅｘ２ －１

）（ｘ３
ｅｘ３ －１

）的值为 （　　）

（Ａ）ｅ．　　　　 （Ｂ）１－ｍ．
（Ｃ）１＋ｍ． （Ｄ）１．

解析 　 结合目标式的结构特征，可令ｘ
ｅｘ －１

＝ｔ，则ｘｅｘ ＝ｔ＋１
，从而

ｘ
ｅｘ ＋

ｅｘ
ｘ－ｅｘ＋

ｍ＝ ｘｅｘ ＋
１
ｘ
ｅｘ －１

＋ｍ

＝ｔ＋１＋１ｔ＋ｍ＝０
，

即得关于ｔ的一元二次方程

ｔ２＋（ｍ＋１）ｔ＋１＝０．
由题意可知，此方程一定有实根ｔ１，ｔ２，且ｔ１ｔ２

＝１，并使关于ｘ的方程ｘ
ｅｘ－１＝ｔ１

与ｘ
ｅｘ－１＝ｔ２

共有三个不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３（ｘ１＜０＜ｘ２

＜ｘ３）．
结合导函数与原函数的单调性的关系，可作

出函数ｙ＝ ｘｅｘ －１
的图象如图１．

图１

根据图象易知，ｔ１，ｔ２所满足的条件是ｔ１＜－１

＜ｔ２＜ １ｅ－１
，且ｔ１＝ｘ１ｅｘ１－１

，ｔ２＝ｘ２ｅｘ２－１＝
ｘ３
ｅｘ３

－１，因此（ｘ１
ｅｘ１ －１

）２（ｘ２
ｅｘ２ －１

）（ｘ３
ｅｘ３ －１

）＝ｔ２１·ｔ２·

ｔ２ ＝ （ｔ１ｔ２）２ ＝１，故应选（Ｄ）．
变式１　（济南市２０１８届高三期末考试理科第

１２题）若关于ｘ的方程ｘ
ｅｘ＋

ｅｘ
ｘ＋ｅｘ＋

ｍ＝０有三个

不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１＜０＜ｘ２＜ｘ３，其
中ｍ∈Ｒ，ｅ＝２．７１８２８… 为 自 然 对 数 的 底 数，则

（ｘ１
ｅｘ１ ＋１

）２（ｘ２
ｅｘ２ ＋１

）（ｘ３
ｅｘ３ ＋１

）的值为 （　　）

（Ａ）１． （Ｂ）ｅ．
（Ｃ）ｍ－１． （Ｄ）１＋ｍ．
提示　变式１与例１的区别在于变式１是由

例１的条件式与目标式的关键部位中的加号改为

减号而来，其余部位几乎未作改动，解题变换策略

实质上是一致的，只不过这时应令ｘ
ｅｘ ＋１＝ｔ

，则

ｘ
ｅｘ ＝ｔ－１

，整体处理策略与例１相似，在此不作赘

述，请读者自己尝试解答．参考答案：（Ａ）．

变式２　 若关于ｘ的方程ｘ
ｅｘ＋

ｅｘ
ｘ＋ｅｘ＋

ｍ＝
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０有三个不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１ ＜０＜
ｘ２＜ｘ３，其中ｍ∈Ｒ，ｅ＝２．７１８２８… 为自然对数

的底数，则ｘ１
ｅｘ１
·（ｘ２
ｅｘ２ ＋１

）＋ｘ３ｅｘ３
的值为 （　　）

（Ａ）０． （Ｂ）ｅ．
（Ｃ）ｍ－１． （Ｄ）１＋ｍ．

提示 　 令ｘ
ｅｘ ＋１＝ｔ

，则ｘ
ｅｘ ＝ｔ－１

，从而

ｘ
ｅｘ ＋

ｅｘ
ｘ＋ｅｘ＋

ｍ＝ ｘｅｘ ＋
１
ｘ
ｅｘ ＋１

＋ｍ

＝ｔ－１＋１ｔ＋ｍ＝０
，

即得关于ｔ的一元二次方程ｔ２＋（ｍ－１）ｔ＋１
＝０．

由题意可知，此方程一定有实根ｔ１，ｔ２，且ｔ１ｔ２

＝１，并使关于ｘ的方程ｘ
ｅｘ＋１＝ｔ１

与ｘ
ｅｘ＋１＝ｔ２

共有三个不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３（ｘ１＜０＜ｘ２
＜ｘ３），同样结 合 导 函 数 与 原 函 数 的 单 调 性 的 关

系，可作出函数ｙ＝ ｘｅｘ ＋１
的图象如图２．

根据图象易知，ｔ１，ｔ２ 所满足的条件是ｔ１＜１＜ｔ２

＜ １ｅ＋１
，且ｔ１＝ｘ１ｅｘ１ ＋１

，ｔ２＝ｘ２ｅｘ２＋１＝
ｘ３
ｅｘ３＋１

，因此

ｘ１
ｅｘ１
（ｘ２
ｅｘ２ ＋１

）＋ｘ３ｅｘ３

＝ ［（ｘ１ｅｘ１＋１
）－１］（ｘ２ｅｘ２＋１

）＋［（ｘ３ｅｘ３＋１
）－１］

＝ （ｔ１－１）ｔ２＋（ｔ２－１）

＝ｔ１ｔ２－１＝１－１＝０，
故应选（Ａ）．
评注 　 例１及其两个变式之间是一种不断

对条件式 或 目 标 式 实 施 演 变 而 又 环 环 相 扣 的 关

系，变式１的解答是受例１的启发，而变式２保留

了变式１的条件式，但需要对目标式进行变形处

理，构造出ｔ１ｔ２ 这一表达式，需要解答者具备良好

的观察能力和化简变形技巧．

图２

　

图３

二、ｌｎｘ
ｘ

例２　已知函数ｆ（ｘ）＝９（ｌｎｘｘ
）２＋（ａ－３）·

ｌｎｘ
ｘ ＋３（３－ａ）有三个不同的零点ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１

＜１＜ｘ２ ＜ｘ３，则（３－ｌｎｘ１ｘ１
）２（３－ｌｎｘ２ｘ２

）（３－

ｌｎｘ３
ｘ３
）的值为 ．

解析 　（３－ｌｎｘ１ｘ１
）２（３－ｌｎｘ２ｘ２

）（３－ｌｎｘ３ｘ３
）

＝ （ｌｎｘ１ｘ１ －
３）２（ｌｎｘ２ｘ２ －

３）（ｌｎｘ３ｘ３ －
３），

可令ｌｎｘ
ｘ －３＝ｔ，则ｌｎｘｘ ＝ｔ＋３，故

ｆ（ｘ）＝９（ｔ＋３）２＋（ａ－３）·（ｔ＋３）＋３（３－
ａ）＝９ｔ２＋（ａ＋５１）ｔ＋８１．

由题意可知，关于ｔ的一元二次方程９ｔ２＋（ａ
＋５１）ｔ＋８１＝０一定有实根ｔ１，ｔ２，且ｔ１ｔ２＝９，并

使关于ｘ的方程ｌｎｘ
ｘ －３＝ｔ１ 与ｌｎｘ

ｘ －３＝ｔ２ 共有

三个不相等的实数解ｘ１，ｘ２，ｘ３（ｘ１ ＜１＜ｘ２ ＜
ｘ３），结合导函数与原函数的单调性的关系，可作

出函数ｙ＝ｌｎｘｘ －３的图象如图３．

根据图象易知，ｔ１，ｔ２所满足的条件是ｔ１＜－３

＜ｔ２＜ １ｅ－３
，且ｔ１＝ｌｎｘ１ｘ１ －

３，ｔ２＝ｌｎｘ２ｘ２ －
３＝

ｌｎｘ３
ｘ３ －

３，因此（ｌｎｘ１
ｘ１ －

３）２（ｌｎｘ２ｘ２ －
３）（ｌｎｘ３ｘ３ －

３）＝

ｔ２１·ｔ２·ｔ２ ＝ （ｔ１ｔ２）２ ＝８１．

变式１　 已知函数ｆ（ｘ）＝（ｌｎｘｘ
）２＋（ａ－１）

ｌｎｘ
ｘ ＋１－ａ有三个不同的零点ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１＜

１＜ｘ２＜ｘ３，则（１－
ｌｎｘ１
ｘ１
）２（ｌｎｘ２
ｘ２ －

１）（１－ｌｎｘ３ｘ３
）

的值为 （　　）
（Ａ）１．　　　 （Ｂ）ａ－１．
（Ｃ）－１． （Ｄ）１－ａ．

提示 　（１－ｌｎｘ１ｘ１
）２（ｌｎｘ２
ｘ２ －

１）（１－ｌｎｘ３ｘ３
）

＝－（ｌｎｘ１ｘ１ －
１）２（ｌｎｘ２ｘ２ －

１）（ｌｎｘ３ｘ３ －
１）．

令ｌｎｘ
ｘ －１＝ｔ，则ｌｎｘｘ ＝ｔ＋１，整体处理策略

与例２相 似，在 此 不 作 赘 述，请 读 者 自 己 尝 试 解

答．参考答案：（Ｃ）．
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变式２　（杭州市高级中学２０１７年１２月高三

质量检测理科第１２题）已知函数ｆ（ｘ）＝ （ａｘ＋
ｌｎｘ）（ｘ－ｌｎｘ）－ｘ２ 有三个不同的零点ｘ１，ｘ２，ｘ３，

且ｘ１ ＜１＜ｘ２＜ｘ３，则（１－
ｌｎｘ１
ｘ１
）２（１－ｌｎｘ２ｘ２

）（１

－ｌｎｘ３ｘ３
）的值为 （　　）

（Ａ）ａ－１． （Ｂ）１－ａ．
（Ｃ）－１． （Ｄ）１．
提示 　ｆ（ｘ）的定义域为（０，＋∞）．

（１－ｌｎｘ１ｘ１
）２（１－ｌｎｘ２ｘ２

）（１－ｌｎｘ３ｘ３
）

＝ （ｌｎｘ１ｘ１ －
１）２（ｌｎｘ２ｘ２ －

１）（ｌｎｘ３ｘ３ －
１）．

令ｌｎｘ
ｘ －１＝ｔ，则ｌｎｘｘ ＝ｔ＋１．

由题意知，方程（ａｘ＋ｌｎｘ）（ｘ－ｌｎｘ）－ｘ２＝０有

三个不相等的正实根ｘ１，ｘ２，ｘ３方程（ａ＋ｌｎｘｘ
）·（１

－ｌｎｘｘ
）－１＝０有三个不相等的正实根ｘ１，ｘ２，ｘ３关

于ｔ的方程ｔ２＋（ａ＋１）ｔ＋１＝０有实根ｔ１，ｔ２，且关于

ｘ的方程ｌｎｘ
ｘ －１＝ｔ１

与ｌｎｘ
ｘ －１＝ｔ２

共有三个不相等

的正实根ｘ１，ｘ２，ｘ３，结合导函数与原函数的单调性

的关系，可作出函数ｙ＝ｌｎｘｘ －１的图象，如图４．

图４

根据图象易知，ｔ１，ｔ２所满足的条件是ｔ１＜－１

＜ｔ２＜ １ｅ－１
，且ｔ１＝ｌｎｘ１ｘ１ －

１，ｔ２＝ｌｎｘ２ｘ２ －
１＝

ｌｎｘ３
ｘ３ －

１，因此（ｌｎｘ１
ｘ１ －

１）２（ｌｎｘ２ｘ２ －
１）（ｌｎｘ３ｘ３ －

１）＝

ｔ２１·ｔ２·ｔ２ ＝ （ｔ１ｔ２）２ ＝１，故应选（Ｄ）．
变式３　 已知函数ｆ（ｘ）＝ （ａｘ＋ｌｎｘ）（ｘ－

ｌｎｘ）－ｘ２ 有三个不同的零点ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ３ ＞

ｘ２ ＞ｘ１＞１，则（１－
ｌｎｘ１
ｘ１
）（１－ｌｎｘ２ｘ２

）２（１－ｌｎｘ３ｘ３
）

的值为 ．

提示 　 观察刚才变式２中作出的图象，易知

－１＜ｔ１＜１ｅ－１＝ｔ２
，因此ｔ１＝ｌｎｘ１ｘ１ －

１＝ｌｎｘ３ｘ３

－１，ｔ２ ＝ｌｎｘ２ｘ２ －
１，故

（１－ｌｎｘ１ｘ１
）（１－ｌｎｘ２ｘ２

）２（１－ｌｎｘ３ｘ３
）

＝ （ｌｎｘ１ｘ１ －
１）（ｌｎｘ２ｘ２ －

１）２（ｌｎｘ３ｘ３ －
１）

＝ｔ１·ｔ２２·ｔ１ ＝ （ｔ１ｔ２）２ ＝１．
评注 　 借助上述处理策略，可将例２作适当

的推广并得到如下容易证明的结论：

已知ｍ为非零常数，函数ｇ（ｘ）＝ｍ２（ｌｎｘｘ
）２

＋（ａ－ｍ）·ｌｎｘｘ ＋ｍ（ｍ－ａ）有三个不同的零点

ｘ１，ｘ２，ｘ３，且ｘ１＜１＜ｘ２＜ｘ３，则（ｍ－
ｌｎｘ１
ｘ１
）２（ｍ

－ｌｎｘ２ｘ２
）（ｍ－ｌｎｘ３ｘ３

）的值为ｍ２．

当然还需注意，若将题目中的条件作适当的

变形，那么我们在解题时一定要抓住核心和本质

的东西，将条件转化为我们所需要的对象，比如将

例２的变式２中的函数ｆ（ｘ）设置为“ｆ（ｘ）＝ａｘ＋

ｌｎｘ－ ｘ２
ｘ－ｌｎｘ

”，那么我们应该认识到，它们的本

质其实是一致的．
最后，通过上面诸多案例的展示，可以发现，解

决以“ｘ
ｅｘ
”或“ｌｎｘ

ｘ
”为载体的函数压轴小题，首先应

结合目标式的结构特征实施代换，并作出此代换式

的图象，再将此图象与已知条件中方程的根的个数

或函数的零点个数对应起来，既找到了ｔ１，ｔ２ 所满

足的条件，又抓住了目标式等价转换后的本质．

参考文献

［１］　 蔡勇全．一 道 客 观 性 压 轴 题 的 六 种 求 解 视

角 ［Ｊ］．数 学 通 讯 （上 半 月），２０１３（１１、

１２）：４０－４１．
［２］　 何志雄，蔡勇全．辨析“形似质异”的八组函

数 问 题 ［Ｊ］． 中 学 数 学 教 学 参 考，

２０１７（１０）：４３－４４．
［３］　 蔡勇全．论 试 题 创 新 设 计 的 若 干 视 角［Ｊ］．

数学通讯（下半月），２０１７（５）：５２－５８．

（收稿日期：２０１８－０８－１６）
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险入误区，化惑为笃
——— 对一道颇为流行试题解法的商榷

廖达凡
（江西省大余中学，３４１５００）

有这样一道颇为流行的试题：
已知抛物线Ｃ：ｙ２＝ｘ上一定点Ｂ（１，１），Ｐ、Ｑ

是抛物线上的两个动点，当动点Ｐ在抛物线上运

动时，ＢＰ ⊥ＰＱ，则 点Ｑ 的 纵 坐 标 的 取 值 范 围

是 ．
课堂教学中，笔者给出了如下解答过程：
不妨设Ｐ（ｐ２，ｐ），Ｑ（ｑ２，ｑ），由题意 可 知，→ＢＰ

· →ＰＱ ＝０，即
（ｐ２－１）（ｑ２－１）＋（ｐ－１）（ｑ－１）＝０，
由于ｐ≠ｑ≠１，故化简整理得

ｐ２＋（ｑ＋１）ｐ＋（ｑ＋１）＝０ ①
此时，问题转化为方程 ① 有解，故只需Δ≥

０，即ｑ２－２ｑ－３≥０，解得：ｑ≤－１或ｑ≥３．
故点Ｑ的纵坐标的取值范围是（－∞，－１］∪

［３，＋∞）．
问题进行到这里，笔者以为这道试题已经处

理得很完美．
这时候，有学生突然对上述解答提出疑问，需

要对答案进行修正，理由是：

若ｐ＝１时，ｑ＝－３２
，但是，根据题意有ｐ≠

ｑ≠１，因此ｑ≠－３２
，故点Ｑ的纵坐标的取值范围

应该是（－∞，－３２
）∪（－３２

，－１］∪［３，＋∞）．

学生对问题解答的修正，表面上看起来使答

案更加合理，也更加严谨．
课后，笔者带着困惑查阅了目前部分教辅资

料和试卷，发现的确有相当一部分资料上流行的

是后者答案，那么，究竟哪个答案是正确的呢？

事实上，我们发现，当ｑ＝－３２
时，代人等式

① 可解得：ｐ＝－１２
，或ｐ＝１，也就是说，抛物线

上的点Ｐ 存 在 两 个 位 置 即Ｐ（１，１）或Ｐ（１４
，－

１
２
），都 能 使 →ＢＰ· →ＰＱ ＝０，此 时 点Ｑ 的 坐 标 为

Ｑ（９４
，－３２

），但若点Ｐ的坐标为Ｐ（１，１）时，点Ｐ

与点Ｂ重 合，不 符 合 题 意，因 而 仅 当 点Ｐ（１４
，－

１
２
）时，抛物线上存在点Ｑ（９４

，－３２
），使得 →ＢＰ·

→ＰＱ ＝０，符合题意．
因此，点Ｑ 的 纵 坐 标 的 取 值 范 围 是（－ ∞，

－１］∪ ［３，＋∞）．
笔者对这道 看 似“错 误 答 案”的 试 题 进 行 自

觉分析，从 险 入 误 区，到 不 断 推 敲 其 答 案 的 合 理

性，最终找到解题思维的愚钝点，转隐为显，化惑

为笃，回归问题本质．可以说，这是一道十分容易

答错的试题，学生需要具备良好的思维品质和解

题素养以及敏捷的判断分析能力，才能顺利完成

问题的解答．

参考文献：
［１］　 中华人民共 和 国 教 育 部，普 通 高 中 数 学 课

程标准（２０１７年版）［Ｍ］．北京：人民教育出

版社，２０１７年１２月．

（收稿日期：２０１８－０８－０２）
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一道向量调研题的解法探究与推广

叶晓斌

（湖北省孝感一中，４３２０００）

题目 　（２０１７年湖北省武汉市高三四月调考

理科第１６题）已知 △ＡＢＣ的外接圆圆心为Ｏ，且

∠Ａ＝６０°，若 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ（α，β∈Ｒ），则α

＋β的最大值为 ．
解 法一　如图１，延长ＡＯ交ＢＣ于Ｄ，设 →ＡＤ

＝ →ｍ　ＡＢ＋ →ｎ　ＡＣ（ｍ＞０，ｎ＞０），又 →ＡＯ＝α →ＡＢ＋

β
→ＡＣ，易得ｍ

α ＝
ｎ
β
＝ＡＤＡＯ

，即有ｍ＝α·ＡＤＡＯ
，ｎ＝

β·
ＡＤ
ＡＯ
，所以

ｍ＋ｎ＝α·ＡＤＡＯ＋β
·ＡＤ
ＡＯ．

图１

　

图２

由Ｂ、Ｃ、Ｄ三点共线可得ｍ＋ｎ＝１，故有

α＋β＝
ＡＯ
ＡＤ ＝

ＡＯ
ＡＯ＋ＯＤ ＝

１

１＋ＯＤＯＡ

．

过点Ｏ 过 作ＯＭ ⊥ＢＣ，垂 足 为 Ｍ，则ＯＤ
≥ＯＭ．

因为 ∠ＢＯＭ ＝ ∠ＢＡＣ ＝６０°，所 以ＯＭ
ＯＢ ＝

ｃｏｓ∠ＢＯＭ ＝ｃｏｓ　６０°＝１２
，所以ＯＢ＝２ＯＭ，所以

ＯＡ ＝２ＯＭ ≤２ＯＤ，于是可得

α＋β＝
１

１＋ＯＤＯＡ

≤ １

１＋１２

＝ ２３．

所以α＋β的最大值为２
３．

解法二 　 如图２，分别取ＡＢ、ＡＣ的中点Ｄ、

Ｅ，连接ＯＤ、ＯＥ，则ＯＤ ⊥ＡＢ，ＯＥ ⊥ＡＣ，设ＡＢ

＝ｃ，ＡＣ＝ｂ，则 →ＡＢ· →ＡＣ＝ １２ｃｂ
，

→ＡＢ· →ＡＯ ＝｜ →ＡＢ｜·｜ →ＡＯ｜·ｃｏｓ∠ＢＡＯ

＝ １２｜
→ＡＢ｜２ ＝ １２ｃ

２，

→ＡＣ· →ＡＯ ＝｜ →ＡＣ｜·｜ →ＡＯ｜·ｃｏｓ∠ＣＡＯ

＝ １２｜
→ＡＣ｜２ ＝ １２ｂ

２．

又因为 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ，所以

→ＡＯ· →ＡＢ ＝α →ＡＢ· →ＡＢ＋β
→ＡＣ· →ＡＢ，

→ＡＯ· →ＡＣ＝α →ＡＢ· →ＡＣ＋β
→ＡＣ· →ＡＣ，

即有

１
２ｃ

２ ＝αｃ２＋１２βｃｂ ①

１
２ｂ

２ ＝ １２ｃｂα＋βｂ
２ ②

联立 ①② 可解得：

α＝ ２３－
ｂ
３ｃ
，β＝

２
３－

ｃ
３ｂ
，

所以

α＋β＝ （
２
３－

ｂ
３ｃ
）＋（２３－

ｃ
３ｂ
）

＝ ４３－
（ｂ
３ｃ＋

ｃ
３ｂ
）≤ ４３－

２
３ ＝

２
３
，

当且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．

所以α＋β的最大值为２
３．

解法三　设△ＡＢＣ的外接圆的半径为Ｒ，因
为

→ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ

＝α（→ＡＯ＋ →ＯＢ）＋β（
→ＡＯ＋ →ＯＣ），

所以 →ＯＡ ＝ α
α＋β－１

→ＯＢ＋ β
α＋β－１

→ＯＣ，

又 ∠ＢＯＣ＝２∠ＢＡＣ＝１２０°，所以

→ＯＡ２ ＝ （ α
α＋β－１

→ＯＢ＋ β
α＋β－１

→ＯＣ）２

＝ （ α
α＋β－１

）２ →ＯＢ２ ＋ （ β
α＋β－１

）２ →ＯＣ２ ＋
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２αβ
（α＋β－１）

２·
→ＯＢ· →ＯＣ，

即Ｒ２＝（ α
α＋β－１

）２·Ｒ２＋（ β
α＋β－１

）２·Ｒ２

＋ ２αβ
（α＋β－１）

２·Ｒ２·（－
１
２
），

整理得２（α＋β）＝３αβ＋１．

而αβ≤ （
α＋β
２
）２，当且仅当α＝β时等号成

立，所以２（α＋β）≤３（
α＋β
２
）２＋１，解得α＋β≤

２
３

或者α＋β≥２，当且仅当α＝β时等号成立．
又由图１可 知，Ｂ、Ｄ、Ｃ三 点 共 线，所 以 存 在

ｘ，使得 →ＡＤ＝ →ｘＡＢ＋（１－ｘ）→ＡＣ；而由作法知Ａ，

Ｄ，Ｏ三点共线，所以存在λ∈ （１，＋∞），使得 →ＡＤ
＝λ →ＡＯ，所以

→ＡＯ ＝ ｘλ
→ＡＢ＋１－ｘλ

→ＡＣ，

所以α＋β＝
ｘ
λ ＋

１－ｘ
λ ＝ １λ ∈

（０，１），

所以α＋β≤
２
３．

所以α＋β的最大值为２
３．

点评 　 方法一运用平面向量基本定 理 和 向

量共线定理将所求问题转化为求线段ＯＤ
ＯＡ

的最小

值，然后利用ＯＤ ≥ＯＭ 即可求解之；方法二首先

充分利用平面向量的数量积的几何意义，将向量

数量积 →ＡＢ· →ＡＣ、→ＡＢ· →ＡＯ 和 →ＡＣ· →ＡＯ 的 值 用

△ＡＢＣ的边长ｂ，ｃ表示出来，然后结合已知条件

得出关于边长ｂ，ｃ与α，β的方程组，进而解出α，β
关于边长ｂ，ｃ的 关 系 式，最 后 运 用 基 本 不 等 式 即

可求解之；方法三运用三角形外接圆的性质（圆心

到三角形各顶点的距离相等），得出α与β的关系

式，再利用基本不等式即可求解之．
下面以第二种方法为例对于上述问题作进一

步的探究与推广．
探究１　 若将“∠Ａ＝６０°”改为“∠Ａ＝θ”，

则结果如何？

类似于解法二可得：
→ＡＢ· →ＡＣ＝ｃｂｃｏｓθ，
→ＡＢ· →ＡＯ ＝｜ →ＡＢ｜·｜ →ＡＯ｜·ｃｏｓ∠ＢＡＯ

＝ １２｜
→ＡＢ｜２ ＝ １２ｃ

２，

→ＡＣ· →ＡＯ ＝｜ →ＡＣ｜·｜ →ＡＯ｜·ｃｏｓ∠ＣＡＯ

＝ １２｜
→ＡＣ｜２ ＝ １２ｂ

２．

又因为 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ，所以

→ＡＯ· →ＡＢ ＝α →ＡＢ· →ＡＢ＋β
→ＡＣ· →ＡＢ，

→ＡＯ· →ＡＣ＝α →ＡＢ· →ＡＣ＋β
→ＡＣ· →ＡＣ，

即有

１
２ｃ

２ ＝αｃ２＋βｃｂｃｏｓθ ③

１
２ｂ

２ ＝αｃｂｃｏｓθ＋βｂ
２ ④

联立 ③④ 可解得：

α＝ １
２ｓｉｎ２θ－

ｂｃｏｓθ
２ｃｓｉｎ２θ

，β＝
１

２ｓｉｎ２θ－
ｃｃｏｓθ
２ｂｓｉｎ２θ

，

所以

α＋β

＝ （ １２ｓｉｎ２θ－
ｂｃｏｓθ
２ｃｓｉｎ２θ

）＋（ １２ｓｉｎ２θ－
ｃｃｏｓθ
２ｂｓｉｎ２θ

）

＝ １
ｓｉｎ２θ－

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

（ｃ
ｂ ＋

ｂ
ｃ
）．

（Ⅰ）当０＜θ＜ π２
时，ｃｏｓθ＞０，所以

α＋β≤
１
ｓｉｎ２θ－

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ×

２ ｃ
ｂ
·ｂ槡 ｃ

＝１－ｃｏｓθｓｉｎ２θ ＝ １
１＋ｃｏｓθ

，

当且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．

（Ⅱ）当θ＝ π２
时，α＋β＝

１
ｓｉｎ２θ＝

１．

（Ⅲ）当π
２ ＜θ＜π

时，ｃｏｓθ＜０，所以

α＋β≥
１
ｓｉｎ２θ－

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ×

２ ｃ
ｂ
·ｂ槡 ｃ

＝１＋ｃｏｓθｓｉｎ２θ ＝ １
１－ｃｏｓθ

，

且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．
结论１　 已知 △ＡＢＣ的外接圆圆心为Ｏ，且

∠Ａ＝θ，若 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ（α，β∈Ｒ），则

（１）当０＜θ＜ π２
时，α＋β有最大值 １

１＋ｃｏｓθ
；

（２）当θ＝ π２
时，α＋β＝１；

（３）当π
２ ＜θ＜π

时，α＋β有最小值 １
１－ｃｏｓθ

．

探究２　 在探究１的前提下，ｍα＋ｎβ（ｍｎ＞
０）的最值又是多少呢？

由探究１可知，

α＝ １
２ｓｉｎ２θ－

ｂｃｏｓθ
２ｃｓｉｎ２θ

，β＝
１

２ｓｉｎ２θ－
ｃｃｏｓθ
２ｂｓｉｎ２θ

，
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所以

ｍα＋ｎβ

＝ｍ（ １２ｓｉｎ２θ－
ｂｃｏｓθ
２ｃｓｉｎ２θ

）＋ｎ（ １２ｓｉｎ２θ－
ｃｃｏｓθ
２ｂｓｉｎ２θ

）

＝ｍ＋ｎ２ｓｉｎ２θ－
ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

（ｂｍ
ｃ ＋ｃｎｂ

）．

（１）若ｍ＞０，ｎ＞０，

① 当０＜θ＜ π２
时，ｃｏｓθ＞０，所以

ｍα＋ｎβ≤
ｍ＋ｎ
２ｓｉｎ２θ－

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

·２ ｂｍ
ｃ
·ｃｎ槡 ｂ

＝
（ｍ＋ｎ）－２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
，

当且仅当ｂｍ
ｃ ＝ｃｎｂ

，即ｂ２　ｍ＝ｃ２　ｎ时等号成立．

② 当θ＝ π２
时，ｍα＋ｎβ＝

ｍ＋ｎ
２ ．

③ 当π
２ ＜θ＜π

时，ｃｏｓθ＜０，所以

ｍα＋ｎβ≥
ｍ＋ｎ
２ｓｉｎ２θ－

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

·２ ｂｍ
ｃ
·ｃｎ槡 ｂ

＝
（ｍ＋ｎ）－２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
，

当且仅当ｂｍ
ｃ ＝ｃｎｂ

，即ｂ２　ｍ＝ｃ２　ｎ时等号成立．

（２）若ｍ＜０，ｎ＜０，

① 当０＜θ＜ π２
时，ｃｏｓθ＞０，所以

ｍα＋ｎβ≥
ｍ＋ｎ
２ｓｉｎ２θ＋

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

·２ （－ｂｍｃ
）·（－ｃｎｂ槡 ）

＝
（ｍ＋ｎ）＋２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
，

当且仅当－ｂｍｃ ＝－ｃｎｂ
，即ｂ２　ｍ＝ｃ２　ｎ时等号

成立．

② 当θ＝ π２
时，ｍα＋ｎβ＝

ｍ＋ｎ
２ ．

③ 当π
２ ＜θ＜π

时，ｃｏｓθ＜０，所以

ｍα＋ｎβ≤
ｍ＋ｎ
２ｓｉｎ２θ＋

ｃｏｓθ
２ｓｉｎ２θ

·２ （－ｂｍｃ
）·（－ｃｎｂ槡 ）

＝
（ｍ＋ｎ）＋２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
，

当且仅当－ｂｍｃ ＝－ｃｎｂ
，即ｂ２　ｍ＝ｃ２　ｎ时等号

成立．
结论２　 已知 △ＡＢＣ的外接圆圆心为Ｏ，且

∠Ａ＝θ（θ≠ π２
），若 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β

→ＡＣ（α，β∈

Ｒ），则

（１）若ｍ＞０，ｎ＞０，①当０＜θ＜ π２
时，ｍα

＋ｎβ有最大值
（ｍ＋ｎ）－２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
；② 当θ＝

π
２

时，ｍα＋ｎβ＝
ｍ＋ｎ
２
；③当π

２＜θ＜π
时，ｍα＋

ｎβ有最小值
（ｍ＋ｎ）－２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
；

（２）当ｍ＜０，ｎ＜０时，①当０＜θ＜ π２
时，

ｍα＋ｎβ有最小值
（ｍ＋ｎ）＋２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
；② 当θ

＝π２
时，ｍα＋ｎβ＝

ｍ＋ｎ
２
；③当π

２＜θ＜π
时，ｍα

＋ｎβ有最大值
（ｍ＋ｎ）＋２槡ｍｎｃｏｓθ

２ｓｉｎ２θ
．

特别地，令ｍ＝ｎ＝１，θ＝６０°，由上述结论可

得α＋β的最大值为２
３
，即文首习题的答案．

探究３　 若将“∠Ａ＝６０°”改为“∠Ａ＝θ”，
则αβ的最值又如何呢？

由探究１知，

αβ＝ （
１

２ｓｉｎ２θ－
ｂｃｏｓθ
２ｃｓｉｎ２θ

）（ １
２ｓｉｎ２θ－

ｃｃｏｓθ
２ｂｓｉｎ２θ

）

＝ １
４ｓｉｎ４θ

（１－ｂｃｏｓθｃ
）（１－ｃｃｏｓθｂ

）

＝ １
４ｓｉｎ４θ

［１＋ｃｏｓ２θ－ｃｏｓθ（ｂｃ ＋
ｃ
ｂ
）］．

（Ⅰ）当０＜θ＜ π２
时，ｃｏｓθ＞０，所以

αβ≤
１

４ｓｉｎ４θ
（１＋ｃｏｓ２θ－ｃｏｓθ·２ ｂ

ｃ
·ｃ槡 ｂ

）

＝
（１－ｃｏｓθ）２
４ｓｉｎ４θ ＝ １

４（１＋ｃｏｓθ）２
，

当且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．

（Ⅱ）当θ＝ π２
时，αβ＝

１
４ｓｉｎ４θ

．

（Ⅲ）当π
２ ＜θ＜π

时，ｃｏｓθ＜０，所以

αβ≥
１

４ｓｉｎ４θ
（１＋ｃｏｓ２θ－ｃｏｓθ·２ ｂ

ｃ
·ｃ槡 ｂ

）
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＝
（１－ｃｏｓθ）２
４ｓｉｎ４θ ＝ １

４（１＋ｃｏｓθ）２
，

当且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．
结论３　 已知 △ＡＢＣ的外接圆圆心为Ｏ，且

∠Ａ＝θ，若 →ＡＯ ＝α →ＡＢ＋β
→ＡＣ（α，β∈Ｒ），则

（Ⅰ）当 ０ ＜ θ ＜ π
２

时，αβ 有 最 大

值 １
４（１＋ｃｏｓθ）２

；

（Ⅱ）当θ＝ π２
时，αβ＝

１
４ｓｉｎ４θ

；

（Ⅲ） 当 π
２ ＜ θ ＜ π 时，αβ 有 最 小

值 １
４（１＋ｃｏｓθ）２

．

例题 　 已知 △ＡＢＣ 的 外 接 圆 圆 心 为Ｏ，且

∠Ａ＝６０°，若 →ＡＯ　＝ →ｘ　ＡＢ＋ｙ →ＡＣ（ｘ，ｙ∈Ｒ），则

ｘ＋２ｙ 的 最 大 值 为 ；ｘｙ 的 最 大 值

为 ．
解 析　令θ＝６０°，ｍ＝１，ｎ＝２，并应用结论

２可得，ｘ＋２ｙ的最大值为３－槡２
２×３４

＝２　－ 槡２　２
３
；

令θ＝６０°，并应用结论３可知，ｘｙ的最大值

为１
９．

总结 　 运用上述探究的结论对这一 类 向 量

问题的求解是行之有效的，它不仅给这类向量问

题的求解提供有力的理论依据，而且为求解这类

向量问题引入了一种更为简单的解题方法和解题

思路．

（收稿日期：２０１８－０８－１３）

一类条件分式型不等式的解法研究

李 建 潮

（浙江省湖州市双林中学，３１３０１２）

《数学 通 讯》上 半 月 刊２０１７年 第９期 问 题

３１９（以下简称“问题”）：
问题　已知实数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝３，求

证：

ａ＋１
３ａ２－２ａ＋５＋

ｂ＋１
３ｂ２－２ｂ＋５＋

ｃ＋１
３ｃ２－２ｃ＋５≤

１

①
这是一类典型的竞赛型的条件分式不等式问

题，难度系数自然较大，读者往往难以找到问题的

“切入点”，故而与大家共同探究其解法．
１．问题另解呈规律

先给出有别于《数学通讯》上半月刊２０１７年

第１１期上的三种证法，而改证其反向不等式，然

后应用柯西不等式来进行推证，以求问题呈现出

一般规律．
首先给出ｎ维柯西不等式：
（ａ２１＋ａ２２＋…＋ａ２ｎ）（ｂ２１＋ｂ２２＋…＋ｂ２ｎ）

≥ （ａ１ｂ１＋ａ２ｂ２＋…＋ａｎｂｎ）２．

问题的证明 　① 式等价于：
－２（ａ＋１）
３ａ２－２ａ＋５＋

－２（ｂ＋１）
３ｂ２－２ｂ＋５＋

－２（ｃ＋１）
３ｃ２－２ｃ＋５

≥－２

１－ ２（ａ＋１）
３ａ２－２ａ＋５＋

１－ ２（ｂ＋１）
３ｂ２－２ｂ＋５＋

１－

２（ｃ＋１）
３ｃ２－２ｃ＋５≥

１

３ａ
２－４ａ＋３

３ａ２－２ａ＋５＋
３ｂ２－４ｂ＋３
３ｂ２－２ｂ＋５＋

３ｃ２－４ｃ＋３
３ｃ２－２ｃ＋５≥

１ ②
即先把（原）问题转化为“求证一个不小于１

的分式型不等式 ② 的问题”．
其次，应用三维柯西不等式并结合题设ａ＋ｂ

＋ｃ＝３，可得

② 式左边

≥
（３ａ２－４ａ＋槡 ３＋ ３ｂ２－４ｂ＋槡 ３＋ ３ｃ２－４ｃ　＋槡 ３）２
（３ａ２－２ａ＋５）＋（３ｂ２－２ｂ＋５）＋（３ｃ２－２ｃ＋５）

＝ １
３（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋９

·｛（３ａ２－４ａ＋３）＋
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（３ｂ２－４ｂ＋３）＋（３ｃ２－４ｃ＋３）

＋２［ （３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）

＋ （３ｃ２－４ｃ＋３）（３ａ２－４ａ＋３槡 ）

＋ （３ａ２－４ａ＋３）（３ｂ２－４ｂ＋３槡 ）］｝

＝ １
３（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）＋９

·｛３（ａ２＋ｂ２＋ｃ２）－３

＋２［ （３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）

＋ （３ｃ２－４ｃ＋３）（３ａ２－４ａ＋３槡 ）

＋ （３ａ２－４ａ＋３）（３ｂ２－４ｂ＋３槡 ）］｝．
据此，把求证不等式 ② 的问题又归结为求证

以下无理型不等式问题：

（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）＋
（３ｃ２－４ｃ＋３）（３ａ２－４ａ＋３槡 ）＋
（３ａ２－４ａ＋３）（３ｂ２－４ｂ＋３槡 ）≥６． ③

事实上，由ａ＝ｂ＝ｃ＝１时③式取“＝”号这一

题眼，并再次应用当ｎ＝６时的柯西不等式，有
（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３）

＝ ［３（ｂ－２３
）２＋５３

］［３（ｃ－２３
）２＋５３

］

＝［３（ｂ－２３
）２＋１３＋

１
３＋

１
３＋

１
３＋

１
３
］［１
３

＋３（ｃ－２３
）２＋１３＋

１
３＋

１
３＋

１
３
］

≥ ［（ｂ－２３
）＋（ｃ－２３

）＋１３＋
１
３＋

１
３＋

１
３
］２

＝ （ｂ＋ｃ）２，
所以

（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）≥ｂ＋ｃ．
同理可得：

（３ｃ２－４ｃ＋３）（３ａ２－４ａ＋３槡 ）≥ｃ＋ａ，

（３ａ２－４ａ＋３）（３ｂ２－４ｂ＋３槡 ）≥ａ＋ｂ，
以上三式相加，并结合ａ＋ｂ＋ｃ＝３，③ 式获

证，进而可知 ② 式获证，从而原问题得证．
评 注１　当然，不等式（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ

＋３）≥ （ｂ＋ｃ）２ 的证明也可改由应用当ｎ＝２时

的柯西不等式来完成：
（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３）

＝ ［３（ｂ－２３
）２＋５３

］［３（ｃ－２３
）２＋５３

］

＝ ｛［３（ｂ－２３
）２＋２３

］＋１｝｛１＋［３（ｃ－２３
）２＋２３

］｝

≥ ［３（ｂ－２３
）２＋槡 ２

３＋ ３（ｃ－２３
）２　＋槡 ２

３
］２

＝ ｛ （１
３＋

２
３
）［３（ｂ－２３

）２＋２３槡 ］

　＋ （１
３＋

２
３
）［３（ｃ－２３

）２＋２３槡 ］｝２

≥ ｛［（ｂ－２３
）＋２３

］＋［（ｃ－２３
）＋２３

］｝２

＝ （ｂ＋ｃ）２，
依据以上问题另解（或评注１）可见：（原）问

题的核 心 是 就 不 等 式 ③ 的 证 明，其 中 不 等 式

（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）≥ｂ＋ｃ的证明呈

现了如下规律：
结论１　设二次函数ｆ（ｘ）＝ｐｘ２＋ｑｘ＋ｒ（ｐ＞

０）满足Δ＝ｑ２－４ｐｒ＜０，其最小值ｍ＝４ｐｒ－ｑ
２

４ｐ ≥

１
２ｆ
（１）；实 数ａ，ｂ，ｃ 满 足ａ＋ｂ＋ｃ ＝ ３，则

ｆ（ｂ）·ｆ（ｃ槡 ）＋ ｆ（ｃ）·ｆ（ａ槡 ）＋ ｆ（ａ）·ｆ（ｂ槡 ）

≥３ｆ（１）．
其证明仿照以上评注１，而从略．

２．问题优解呈原理

问题优化证明 　 如前证明方法，欲证 ① 式

成立，只需证明 ③ 式成立即可．
其中

（３ｂ２－４ｂ＋３）（３ｃ２－４ｃ＋３槡 ）

＝ ［ｂ２＋１＋２（ｂ－１）２］［ｃ２＋１＋２（ｃ－１）２槡 ］

≥ （ｂ２＋１２）（１２＋ｃ２槡 ）≥ｂ＋ｃ， ④
同理可得：

（３ｃ２－４ｃ＋３）（３ａ２－４ａ＋３槡 ）≥ｃ＋ａ，

（３ａ２－４ａ＋３）（３ｂ２－４ｂ＋３槡 ）≥ａ＋ｂ，
以上三式相加，并结合ａ＋ｂ＋ｃ＝３，③ 式获

证，进而可知原问题得证．
问题的优化证明呈现一个原理：
结论２　设二次函数ｆ（ｘ）＝ｐｘ２＋ｑｘ＋ｒ（ｐ

＞０）满足Δ＝ｑ２－４ｐｒ＜０，２ｐ＋ｑ≠０，且ｆ（ｘ）

的最小值ｍ＞ １２ｆ
（１）．则 存 在 唯 一 的 实 数ｋ∈

（０，ｐ），使得二次函数ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｋ（ｘ－１）２

有最小值（记为ｍ′）ｍ′＝ １２ｇ
（１）．

证明 　 显然ｇ（１）＝ｆ（１）＞０．
把ｆ（ｘ）＝ｐｘ２＋ｑｘ＋ｒ改写成：

ｆ（ｘ）＝ｐ（ｘ－１）２＋（２ｐ＋ｑ）（ｘ－１）＋ｐ＋ｑ＋ｒ，

则ｍ＝ｆ（１）－
（２ｐ＋ｑ）２
４ｐ

，及

ｇ（ｘ）＝ （ｐ－ｋ）（ｘ－１）２＋（２ｐ＋ｑ）（ｘ－１）

＋ｆ（１）＝［ ｐ－槡 ｋ（ｘ－１）＋ ２ｐ＋ｑ
２　ｐ－槡 ｋ

］２＋ｆ（１）
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－
（２ｐ＋ｑ）２
４（ｐ－ｋ）

，

其中 待 定 的ｋ＜ｐ，则 可 得 ｍ′＝ｆ（１）－
（２ｐ＋ｑ）２
４（ｐ－ｋ）

．于是

ｍ′＝ １２ｇ
（１）ｆ（１）－

（２ｐ＋ｑ）２
４（ｐ－ｋ）＝

１
２ｆ
（１）

ｋ＝ｐ－
（２ｐ＋ｑ）２
２ｆ（１） ⑤

由于题设ｍ＞１２ｆ
（１）ｆ（１）－

（２ｐ＋ｑ）２
４ｐ ＞

１
２ｆ
（１）ｐ－

（２ｐ＋ｑ）２
２ｆ（１） ＞０．

又显然ｐ－
（２ｐ＋ｑ）２
２ｆ（１） ＜ｐ（由于２ｐ＋ｑ≠０）．

所以，⑤ 式给出的ｋ值即为所求．
结论２证毕．
评注２　④ 式的放缩原理是：由ｆ（ｘ）＝３ｘ２

－４ｘ＋３满足结论２的所有条件，而得

ｋ＝ｐ－
（２ｐ＋ｑ）２
２ｆ（１） ＝３－

（２×３－４）２
２×２ ＝２，

所以，ｆ（ｘ）的 合 理 放 缩 为ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ）－
２（ｘ－１）２＝ｘ２＋１＝ｇ（ｘ），从而为 ④ 式后面部

分应用柯西不等式提供了便捷．
３．原理引领 　 高屋建瓴

结论１的功能是：有效地证明形如 ① 式的条

件分式型不等式；结论２（原理）的功能是：使证明

得以更明晰、解法更完美，更有甚者优化问题也尽

在其中，不妨用一道竞赛题说明之．
竞赛题 　（第７届 中 国 西 部 奥 林 匹 克 试 题）

已知ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ，ａ＋ｂ＋ｃ＝３，求证：

１
５ａ２－４ａ＋１１＋

１
５ｂ２－４ｂ＋１１＋

１
５ｃ２－４ｃ＋１１

≤ １４ ⑥

分析 　⑥ 式等价变形为：

－８
５ａ２－４ａ＋１１＋

－８
５ｂ２－４ｂ＋１１

　＋ －８
５ｃ２－４ｃ＋１１≥－

２

 （１ － ８
５ａ２－４ａ＋１１

） ＋ （１ －

８
５ｂ２－４ｂ＋１１

）＋（１－ ８
５ｃ２－４ｃ＋１１

）≥１

 ５ａ
２－４ａ＋３

５ａ２－４ａ＋１１＋
５ｂ２－４ｂ＋３
５ｂ２－４ｂ＋１１

　＋５ｃ
２－４ｃ＋３

５ｃ２－４ｃ＋１１≥
１ ⑦

下面改证 ⑦ 式成立即可．
显然，⑦ 式 左 边 的 每 个 分 式 的 分 子、分 母 都

是正数，且每个分式都介于０、１之间（“真分数”）．
于是，不妨“提前”放缩这三个“真分数”．令每 个

分 子为ｆ（ｘ）＝５ｘ２－４ｘ＋３（则每个分母是ｆ（ｘ）
＋８）．容易验证ｆ（ｘ）满足结论２的所有条件，由

⑤ 式可得ｋ＝ｐ－
（２ｐ＋ｑ）２
２ｆ（１） ＝５－

（２×５－４）２
２×４

＝ １２
，即存在ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－１２

（ｘ－１）２．结合

“真分数”性质：ｂ
ａ ≥

ｂ－ｍ
ａ－ｍ

（ａ＞ｂ＞ｍ≥０），把

⑦ 式左边的每个分式合理放缩成：
５ｘ２－４ｘ＋３
５ｘ２－４ｘ＋１１＝

ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋８≥

ｇ（ｘ）
ｇ（ｘ）＋８

＝

９
２ｘ

２－３ｘ＋５２
９
２ｘ

２－３ｘ＋２１２

．

所以，欲证 ⑦ 式，只需证以下不等式即可：
９ａ２－６ａ＋５
９ａ２－６ａ＋２１＋

９ｂ２－６ｂ＋５
９ｂ２－６ｂ＋２１＋

９ｃ２－６ｃ＋５
９ｃ２－６ｃ＋２１≥

１

⑧
上式左边的每个分式的分子是二次函数ｈ（ｘ）

＝２ｇ（ｘ）＝９ｘ２－６ｘ＋５＝（３ｘ－１）２＋４，具有结论

２（原理）所述性质：最小值ｍ′＝４＝ １２ｈ
（１）．

接下来，再仿照证明②式的方法——— 用两次柯

西不等式证⑧式就更趋合理与便捷了，例如其间的：

（９ｂ２－６ｂ＋５）（９ｃ２－６ｃ＋５槡 ）

＝ ［（３ｂ－１）２＋２２］［２２＋（３ｃ－１）２槡 ］

≥２（３ｂ－１）＋２（３ｃ－１）＝６（ｂ＋ｃ）－４．
评注３　不等式⑧是不等式⑦的优化，其等

价不等式是：
１

９ａ２－６ａ＋２１＋
１

９ｂ２－６ｂ＋２１

＋ １
９ｃ２－６ｃ＋２１≤

１
８．

即为竞赛题的优化．这正是结论２（原理）的

深意所在．
同样地，文首问题中的不等式可优化为：
ａ＋１

ａ２＋２ａ＋３＋
ｂ＋１

ｂ２＋２ｂ＋３

＋ ｃ＋１
ｃ２＋２ｃ＋３≤

１．

（收稿日期：２０１８－０９－１６）
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对２０１８年广东省预赛第９题的深入探究

陈万寿 　　　　　　　　　　 龙 　 宇

（广东省佛山市莘村中学，５２８３００）　　　（广东省佛山市罗定邦中学，５２８３００）

１．题目

２０１８年 全 国 高 中 数 学 联 合 竞 赛 广 东 省 预 赛

第９题为：
设函数ｆ（ｘ）＝ｅｘ－１－ｘ，

（１）求ｆ（ｘ）在区间［０，１ｎ
］（ｎ为正整数）的最

大值ｂｎ；

（２）令ａｎ＝ｅ
１
ｎ －１－ｂｎ，ｐｋ＝ ａ２ａ４

…ａ２ｋ
ａ１ａ３…ａ２ｋ－１

（ｎ，

ｋ为正整数），求证：

ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｎ ＜ ２
ａｎ＋槡 １－１．

２．解法呈现

对于第（１）问，ｂｎ ＝ｅ
１
ｎ －１－１ｎ

，过程略；

对 于第（２）问，因为ａｎ＝ｅ
１
ｎ －１－ｂｎ＝１ｎ

，所

以 ２
ａｎ＋槡 １－１＝ ２ｎ＋槡 １－１．

分析：参考文［１］，可尝试将 ２ｎ　＋槡 １－１拆项

为ｎ项的和，再与不等式左边的项逐项相比．

易知 ２ｎ　＋槡 １－１＝（２ｎ　＋槡 １－ ２ｎ　－槡 １）＋
…＋（槡５　－槡３）＋（槡３－１），原不等式转化为一个

加强版的不等式：

ｐｎ ＜ ２ｎ　＋槡 １－ ２ｎ　－槡 １．
证法一（糖水不等式）

由（１）可 知ａｎ ＝ １
ｎ
，由 糖 水 不 等 式 可 得

２ｋ－１
２ｋ ＜ ２ｋ

２ｋ＋１
，所以

（ｐｋ）２ ＝ ［１
·３·５·…·（２ｋ－１）
２·４·６·…·（２ｋ）

］２

＜ １２
·２
３
·３
４
·４
５
·…·２ｋ－１

２ｋ
· ２ｋ
２ｋ＋１

＝ １
２ｋ＋１

．

又因为

１
２ｋ　＋槡 １

＝ ２
２　２ｋ　＋槡 １

＝ ２
２ｋ　＋槡 １＋ ２ｋ　＋槡 １

＝ ２ｋ　＋槡 １－ ２ｋ　－槡 １，

所以ｐｋ＜ １
２ｋ　＋槡 １

＜ ２ｋ　＋槡 １－ ２ｋ　－槡 １，

所以

ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｎ

＜ （槡３－１）＋（槡５　－槡３）

＋…＋（２ｎ　＋槡 １－ ２ｎ　－槡 １）

＝ ２ｎ　＋槡 １－１＝ ２
ａｎ＋槡 １－１．

证法二 　 因为

（２ｋ－１）（２ｋ＋１）
（２ｋ）２ ＝４ｋ

２－１
４ｋ２ ＜１，

所以

（ｐｋ）２ ＝ ［１
·３·５·…·（２ｋ－１）
２·４·…·（２ｋ）

］２

＝１
·３
２２
·３·５
４２
·…·（２ｋ－１）（２ｋ＋１）（２ｋ）２

· １
２ｋ＋１

＜ １
２ｋ＋１

，

以下与证法一同，略．
点评 　 该解答过程的基本思路是通 过 拆 项

进行逐项对比．对于ｐｎ 的放缩则是利用其结构特

征进行重组放缩（本质就是糖水定理）．
３．几何背景

对上述证明中的核心不等式：

１·３·５·…·（２ｋ－１）
２·４·…·（２ｋ） ＜ １

２ｋ＋槡 １
（ｋ≥１），

对上式两边取对数可得：
［ｌｎ２＋ｌｎ４＋…＋ｌｎ（２ｋ）］

－［ｌｎ１＋ｌｎ３＋…＋ｌｎ（２ｋ－１）］

＞ １２ｌｎ
（２ｋ＋１），

重组后得：
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（ｌｎ２－ｌｎ１）＋（ｌｎ４－ｌｎ３）＋…

＋［ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）］＞ １２ｌｎ
（２ｋ＋１）①

上式左边的一般项ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）可视

为函数ｙ＝１ｘ
在区间［２ｋ－１，２ｋ］上的定积分．如

图１，根据定积分的几何意义，ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）

的值为曲线ｙ＝ １ｘ
与ｘ轴在区间［２ｋ－１，２ｋ］上

围成的图形的面积．

图１

图２

如图２，不等式 ① 左侧的几何意义为曲线ｙ

＝ １ｘ
与ｘ轴在区间段［１，２］，［３，４］，…，［２ｋ－１，

２ｋ］上围成的图形的面积之和．

根据函数ｙ＝ １ｘ
单调递减可知，上述面积在

逐渐减少，即有：

ｌｎ２－ｌｎ１＞ｌｎ３－ｌｎ２，

ｌｎ４－ｌｎ３＞ｌｎ５－ｌｎ４，…，

ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）＞ｌｎ（２ｋ＋１）－ｌｎ（２ｋ）．
累加即可得：
（ｌｎ２－ｌｎ１）＋（ｌｎ４－ｌｎ３）＋…

　＋［ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）］

＞ （ｌｎ３－ｌｎ２）＋（ｌｎ５－ｌｎ４）＋…

　＋［ｌｎ（２ｋ＋１）－ｌｎ（２ｋ）］
所以

ｌｎ（２ｋ）＝ （ｌｎ２－ｌｎ１）＋（ｌｎ３－ｌｎ２）＋…

　＋［ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）］

＜２｛（ｌｎ２－ｌｎ１）＋（ｌｎ４－ｌｎ３）＋…

　＋ｌｎ（２ｋ）－ｌｎ（２ｋ－１）］｝，
所以，上述核心不等式成立．

４．背景探究

实际上，本 题 第（２）问 中 的 不 等 式 是 双 阶 乘

乘积极限问题的变式．

因为ｐｋ＝１
·３·５…（２ｋ－１）
２·４…（２ｋ） ＝

（２ｋ－１）！！
（２ｋ）！！

，所

以该问题的讨论的核心是“双阶乘”的放缩．关于“双
阶乘”，简介如下：正整数的双阶乘表示不超过这个

正整数且与它有相同奇偶性的所有整数的乘积．
该不等式还可以进一步加强为：

１

π（ｋ＋１２槡 ）
＜１
·３·５·…·（２ｋ－１）
２·４·６·…·（２ｋ）

＜ １
π槡ｋ
（ｋ≥１）．

显然，１
π槡ｋ
＜ １

２ｋ　＋槡 １
（ｋ≥１）．

证明　对这一不等式的证明可采用ｓｉｎｎｘ在

区间［０，π２
］上的积分来完成．

记Ｉ（ｎ）＝∫
π
２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ（ｎ∈Ｎ），因为函数ｙ＝

ｓｉｎ　ｘ在区间［０，π２
］上单调递增且ｓｉｎｎｘ∈［０，１］，

显然有：Ｉ（ｎ）＜Ｉ（ｎ－１）．
由分部积分法可知：
当ｎ≥２时，

Ｉ（ｎ）＝∫
π
２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ＝∫

π
２

０
ｓｉｎｎ－１　ｘｄ（－ｃｏｓ　ｘ）

＝－ｓｉｎｎ－１　ｘｃｏｓ　ｘ｜
π
２０ ＋（ｎ－１）∫

π
２

０
ｓｉｎｎ－２　ｘｃｏｓ２　ｘｄｘ

＝ （ｎ－１）∫
π
２

０
ｓｉｎｎ－２　ｘｄｘ－（ｎ－１）∫

π
２

０
ｓｉｎｎｘｄｘ

＝ （ｎ－１）Ｉ（ｎ－２）－（ｎ－１）Ｉ（ｎ），

所以Ｉ（ｎ）＝ｎ－１ｎ
·Ｉ（ｎ－２）．

又因为Ｉ（０）＝ π２
，Ｉ（１）＝１，所以

Ｉ（２ｎ）＝Ｉ（２ｎ－２）·２ｎ－１２ｎ

＝Ｉ（２ｎ－４）·２ｎ－１２ｎ
·２ｎ－３
２ｎ－３＝

…．

同理可知：Ｉ（２ｎ＋１）＝
（２ｎ）！！
（２ｎ＋１）！！．

因为Ｉ（ｎ）＜Ｉ（ｎ－１），所以

Ｉ（２ｎ）·Ｉ（２ｎ＋１）＜［Ｉ（２ｎ）］２＜Ｉ（２ｎ）·Ｉ（２ｎ－１），
所以

（下转３８页）
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２０１８年高考理科数学全国卷分析与
２０１９年高考备考建议

殷建红

（广东省广州市番禺区亚运城铁中路２号广州市铁一中学番禺校区，５１１４４７）

一、引言

在高中数学课程强调以学生发展为本、培育科

学精神与创新意识、提升数学学科核心素养的大背

景下，研究高考试题特点，总结命题规律，帮助学生

提高学习数学的自信心与养成良好的数学学习习惯

是促进学生发展的重要途径．本文对２０１８年高考理

科数学新课标全国卷进行了简要分析，希望能够帮

助２０１９届高三学生更加精准与高效地备考高考．
二、２０１８年高考理科数学全国卷考点与分值分布

模块 试卷 题号 考查内容 分值

集合、命题

与不等式

Ⅰ
２ 解一元二次不等式、集合的运算 ５

１３ 线性规划求最值 ５

Ⅱ
２ 集合的含义与表示 ５

１４ 线性规划求最值 ５

Ⅲ １ 集合的运算 ５

函数与导数

Ⅰ

５ 奇函数的定义、利用导数求曲线的切线方程 ５

９ 已知函数的零点个数，求参数的取值范围 ５

２１ 利用导数研究函数的单调性、极值以及证明不等式 １２

Ⅱ

３ 已知函数解析式，判断函数的图像 ５

１１ 由函数的对称性与周期性求函数值 ５

１３ 已知切点，求曲线的切线方程 ５

２１ 利用导数研究函数的单调性、极值与零点 １２

Ⅲ

７ 已知函数解析式，判断函数的图像 ５

１２ 对数的运算、比较对数值的大小 ５

１４ 已知切点，求曲线的切线方程 ５

２１ 利用导数研究函数的单调性、极值 １２

立体几何

Ⅰ

７ 几何体的三视图与直观图 ５

１２ 直线与平面所成的角、截面面积的最大值 ５

１８ 根据翻折图形证明面面垂直、求线面角 １２

Ⅱ

９ 求异面直线所成的角 ５

１６ 圆锥的性质、求圆锥的侧面积 ５

２０ 在三棱锥中证明线面垂直、求二面角和线面角 １２

Ⅲ

３ 以中国古建筑为背景考查几何体的三视图 ５

１０ 由三棱锥外接球的半径求三棱锥体积的最大值 ５

１９ 证明面面垂直、求二面角 １２
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续表

模块 试卷 题号 考查内容 分值

解析几何

Ⅰ

８ 求直线与抛物线的交点坐标及平面向量的数量积 ５

１１ 双曲线的性质、直线与双曲线的位置关系 ５

１９ 直线与椭圆的位置关系、直线的倾斜角与斜率 １２

Ⅱ

５ 双曲线的性质 ５

１２ 由直线与椭圆的位置关系求离心率 ５

１９ 由直线与抛物线的位置关系求直线方程、圆的方程 １２

Ⅲ

６ 圆上的动点到直线的距离的最值 ５

１１ 求双曲线的离心率 ５

１６ 直线与抛物线的位置关系，求直线的斜率 ５

２０ 已知直线与椭圆的相交弦的中点，求直线斜率、距离 １２

算法初步

Ⅰ ０

Ⅱ ７ 完善算法的程序框图 ５

Ⅲ ０

计数原理

Ⅰ １５ 组合的分配问题 ５

Ⅱ ０

Ⅲ ５ 求二项式展开式的系数 ５

统计与概率

Ⅰ

３ 用统计方法（饼图）解决简单的实际问题 ５

１０ 以古希腊数学文化为背景考查几何概型 ５

２０　 ｎ次独立重复事件的概率、均值在决策中的应用 １２

Ⅱ
８ 以哥德巴赫猜想为背景考查古典概型 ５

１８ 根据折线图比较两个线性回归模型的可靠性 １２

Ⅲ
８　 ｎ次独立重复事件的概率、二项分布 ５

１８ 根据茎叶图分析数据、独立性检验 １２

三角函数与

解三角形

Ⅰ
１６ 由恒等变换及三角函数的图像与性质，求函数的最值 ５

１７ 利用正弦定理与余弦定理解三角形 １２

Ⅱ

６ 恒等变换、用余弦定理求三角形边长 ５

１０ 恒等变换、三角函数的单调性 ５

１５ 恒等变换、求三角函数的值 ５

Ⅲ

４ 恒等变换、求三角函数的值 ５

９ 由三角形的面积、余弦定理求角 ５

１５ 三角函数的零点 ５

平面向量

Ⅰ ６ 平面向量的线性运算与基本定理 ５

Ⅱ ４ 计算平面向量的数量积 ５

Ⅲ １３ 平面向量的坐标运算、由向量共线求参数值 ５

数列

Ⅰ
４ 等差数列的通项及其前ｎ项和 ５

１４ 由ａｎ 与Ｓｎ 的等式求等比数列的通项与和 ５

Ⅱ １７ 等差数列的通项、前ｎ项和的最小值 １２

Ⅲ １７ 等比数列的通项及其前ｎ项和 １２
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续表

模块 试卷 题号 考查内容 分值

复数

Ⅰ １ 复数的运算及其几何意义 ５

Ⅱ １ 复数的运算 ５

Ⅲ ２ 复数的运算 ５

坐标系与

参数方程

Ⅰ ２２ 圆的极坐标方程、直线与圆的位置关系 １０

Ⅱ ２２ 椭圆与直线的参数方程、已知相交弦的中点求斜率 １０

Ⅲ ２２ 直线与圆的位置关系、弦的中点的轨迹方程 １０

不等式选讲

Ⅰ ２３ 解绝对值不等式、由不等式恒成立求参数的取值范围 １０

Ⅱ ２３ 解绝对值不等式、由不等式恒成立求参数的取值范围 １０

Ⅲ ２３ 作绝对值函数的图像、由不等式恒成立求参数的最值 １０

三、试卷总体结构分析

２０１８年 高 考 数 学 全 国 卷 的 试 卷 结 构 与 前 两

年一致，贴合高考考纲要求，必考部分包括１２个

选择题、４个填空题和５个解答题，选考部分是在

“坐标系与参数 方 程”和“不 等 式 选 讲”中 选 做１
题．试题的难度较２０１６年和２０１７年有所下降，更
加注重数学基础知识与基本素养的考查，加大对

数学知识本身的理解，在基础中考查能力，减小计

算的难度，体现了以学生发展为本的理念．具体特

点如下：

１．稳中带新，突出主干知识

与往年相比，支撑数学学科知识体系的六大

主干知识模块仍占有较大的比例，构成数学试卷

的主体：

函数与导数 立体几何 解析几何 概率与统计 三角函数 数列 合计

Ⅰ 卷 ２２　 ２２　 ２２　 ２２　 １７　 １０　 １１５

Ⅱ 卷 ２７　 ２２　 ２２　 １７　 １５　 １２　 １１５

Ⅲ 卷 ２７　 ２２　 ２７　 １７　 １５　 １２　 １２０

三角函数与数列以客观题或第一道解答题的形

式出现，三角函数主要考查恒等变换、三角函数的图

像与性质、用正弦定理或余弦定理解三角形等，数列

考查了等差数列与等比数列的通项及其前ｎ项和；立
体几何考查三视图、几何体的表面积与体积、证明平

行与垂直、计算夹角等；解析几何考查圆锥曲线的方

程与几何性质、直线与曲线的位置关系的综合问题；
概率与统计考查应用与创新问题；函数与导数则考

查函数图像的对称性、周期性与单调性，以及函数的

零点、极值与最值等，仍作为压轴题．Ⅰ卷的解析几何

的大题出现在概率与统计的大题之前、Ⅱ卷解析几何

的大题出现在立体几何的大题之前是今年高考全国

卷的一个重要变化，一定程度上说明了解析几何的

大题的难度有降低的趋势．
对比三套试卷发现，试题设计都注重学科知

识的内在联系和知识综合性，在知识点交汇处命

题，同时又不刻意追求知识的覆盖面．我们常说的

必考题如程序框图题在 Ⅰ 卷和 Ⅲ 卷中都没有考

查；三视 图、排 列 组 合 或 二 项 式 定 理 的 客 观 题 在

Ⅱ 卷也没有出现等．

２．立足基础，考查常规

试卷中的基础题型占比接近８０％，主要考查

数学基础知识、基本技能、基本思想和基本活动经

验．如集合、复数、平面向量、数列、三角函数、概率

与统计、计数原理、三视图、程序框图、不等式等客

观题，以及三角函数与数列、立体几何、选做题等

解答题，都是我们日常训练的常规题型，让考生倍

感亲切，题意简明扼要，审题轻松，解题思路简单

且计算量一般，所以题目的难度不大．
３．注重数学思想与数学能力

数学科的命题，在考查基础知识的基础上，注
重对数学思想方法与数学能力的考查．如 Ⅰ 卷的

第１２题以正方体中线面的位置关系为载体考查

空间想象与推理论证能力；Ⅱ 卷和 Ⅲ 卷的第１８
题以统计知识为载体考查数据分析、数学运算与

应用意识；Ⅰ 卷的第９题以函数的零点为载体和

Ⅲ 卷的第２０题以直线与圆锥曲线为载体考查数

学结合、转化与化 归 思 想；Ⅰ 卷、Ⅱ 卷 和 Ⅲ 卷 的

第２１题以导数为载体考查分类讨论思想、函数与

方程思想以及抽象概括与推理论证能力．命题同
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时兼顾了 试 题 的 基 础 性、综 合 性 和 应 用 性，多 角

度、多层次地考查学生的综合数学素养．
４．贴近实际，重视应用与创新

对应用意识的考查主要采用解决应用问题的

形式，命题的背景融入数学文化，贴近生活，背景

公平，切合中学数学教学的实际．如 Ⅰ 卷的第１０
题以古希腊数学家波克拉底所研究的几何图形为

素材考查几何概型；Ⅱ 卷的第８题以我国数学家

陈景润在哥德巴赫猜想的研究中取得的成就为背

景考查古典概型；Ⅲ 卷的第３题以中国古建筑中

的榫卯为素材考查三视图；Ⅰ 卷的第３题和第２０
题、Ⅱ 卷和 Ⅲ 卷的第１８题联系生产与生活实际

考查概率与统计的应用．命题中创设新颖的问题

情境，考查学生将知识迁移到不同情境中去的能

力，体现出学生对数学的科学价值、应用价值、文

化价值和审美价值的认识．Ⅱ 卷和 Ⅲ 卷的第１８
题的解答具有探索性和开放性，注重考查学生数

学思维的发散性以及学生的创新意识．
四、给２０１９届高三学生的备考建议

１．回归课本，构建知识网络

重视课本中概念的理解、公式的推导以及定

理的证明，形成完整的知识网络．例如：
（１）函数 的 图 像 与 性 质 及 其 导 数、切 线 的 斜

率之间有着怎样的联系和变化规律；
（２）指数 与 对 数 的 运 算 法 则、指 数 函 数 与 对

数函数图像与性质之间的联系；
（３）两角 和 与 差 的 三 角 函 数 公 式、正 弦 定 理

和余弦定理的推导与证明，将三角函数与平面向

量结合到一起；
（４） 回 归 分 析 中 相 关 系 数 ｒ ＝


ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）


ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ）槡
２

、线性回归方程^ｙ＝^ａ＋

ｂ^ｘ的^ｂ＝

ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）（ｙｉ－ｙ）


ｎ

ｉ＝１

（ｘｉ－ｘ）２
＝

ｎ

ｉ＝１
ｘｉｙｉ－ｎ　ｘ　ｙ


ｎ

ｉ＝１
ｘ２ｉ－ｎ　ｘ２

、残

差 平 方 和
ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ －ｙ^ｉ）２、相 关 指 数 Ｒ２ ＝１－


ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－^ｙｉ）２


ｎ

ｉ＝１

（ｙｉ－ｙ）２
等之间的联系与应用；

（５）直线的参数方程
ｘ＝ｘ０＋ｔｃｏｓα
ｙ＝ｙ０＋ｔｓｉｎ｛ α

（ｔ为参

数）中ｔ的几何意义及其由来；
（６）绝对值的几何意义及其应用，………．
在知识的梳理过程中，只有弄清楚概念、公式

与定理的根源与联系后，才能在分析问题与解决

问题的过程中做到“知其然又知其所以然”，将知

识迁移到不同的问题情境中去，形成解题方法．
２．紧扣考纲，重视通性与通法

在数学高考复习过程中，老师都在强调要多

刷题，刷出速度、刷出题感、积累解题方法与经验．
但刷题想要刷出高度，就必须要做到精准与高效．
复习与训练过程中要紧扣考纲，精选“好题”，精做

“好题”．什 么 是“好 题”？历 年 的 高 考 真 题 就 是 好

题、各省市的大型模拟考试题也是好题，而不是越

新、越难、越巧妙的题就一定是好题．细心研究历

年的高考题，就不难发现曾经考过的问题并不是

就不会再考，譬如今年 Ⅰ 卷的第１９题的解析几

何题与２０１５年Ⅰ卷的第２０题的解析几何题就基

本类似，所以许多同学在考试当中见到该题后都

变得信心十足．
我常对我的学生说，在考试当中你能最先想

到的方法、你最擅长的方法就是最好的方法．在做

题过程中要 重 视 通 性 与 通 法 的 训 练，淡 化“偏”、
“怪”、“难”，要在高考题与模拟题的探讨与反思的

过程中不断总结与寻找命题的规律，具有针对性

地进行训练，在问题的解决过程中提高自身学习

数学的素质．
３．加强数学思想与数学能力的渗透

数学高考命题强调“以能力立意”，以数学知

识为载体渗透数学思想方法，检验考生理性思维

的广度与深度．我们在几何问题代数化处理、代数

问题几何化处理的过程中渗透数形结合、转化与

化归等数学思想，训练提高抽象概括与推理论证

的能力；在含参数问题的解决过程中渗透函数与

方程、分类讨论等数学思想；在立体几何问题的训

练当中提高空间想象能力；在概率与统计等应用

问题的分析解决过程中训练数据处理能力，培养

创新意识；在平面解析几何问题的解决过程中渗

透数形结合、函数与方程等数学思想，提高运算求

解能力．
４．注重答题规范

历年高考当中，常见某些学生对数学的估分

比实际得分要高，主要是因为有些学生的答题不

规范，省略了必要的步骤和文字说明而造成失分，
这些问题多见于立体几何、概率与统计以及选做

题的大题的解答当中．另外也有一些学生直接使
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用了一些所谓的口诀、结论与万能公式，缺乏必要

的推理与论证而造成失分，其常见于解析几何、函
数与导数的大题的解答当中．

所谓作答，即是要把解答的思维过程展示给

评卷老师，让老师明白我写的是什么．书写过程要

注意准确表述，使用正确的数学符号，千万不要自

创一套数学符号与表示方法．我们不仅要掌握解

决问题的知识和方法，更要注重答题规范，建议在

平时的训练过程当中多留意教材例题的解答过程

以及高考与模拟考试试题的评分细则，避免不必

要的失分．
５．提高审题与运算能力

审题要慢，下笔才快，审题即要搞清楚题目给

了什么？要求什么？有哪些隐含的条件？对重要的

信息点要做好标注，方便提炼成解题思路与方法，
这样考虑问题才能全面．

平时解题不只是把结果算出来即可，要有意

识地训练自己的运算技巧，思考怎样算会更快、更
有效率且更加准确．对于多步运算要耐心和细心，
不应急于求成，不要轻易跳步和过多依赖心算等，
否则会落得“一步错而满盘皆输”的局面．

参考文献：
［１］　 教育部考试中 心．２０１８年 普 通 高 等 学 校 招

生全国统一考试大纲（理科）［Ｍ］．北京：高

等教育出版社，２０１７，１２∶１９－３７．
［２］　 教育部考试中 心．２０１８年 普 通 高 等 学 校 招

生全国 统 一 考 试 大 纲 的 说 明（理 科）［Ｍ］．
北京：高等教育出版社，２０１７，１２∶９３－２１３．

［３］　 中华人民共 和 国 教 育 部 制 定．普 通 高 中 数

学课程标准（２０１７年版）［Ｍ］．北京：人民教

育出版社，２０１８，１．

（收稿日期：２０１８－０９－０１）
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π
２
· １
２ｎ＋１

＜ ［π２
·（２ｎ－１）！！

（２ｎ）！！
］２ ＜ π２

·１
２ｎ
，

即有

１

π（ｋ＋１２槡 ）
＜１
·３·５·…·（２ｋ－１）
２·４·６·…·（２ｋ）

＜ １
π槡ｋ
（ｋ≥１）．

综上所述：原问题仅仅是该不等式的一种“退
化”形态．

利用 Ｗａｌｌｉｓ乘 积 公 式： （２ｋ）！！
（２ｋ－１）！！～ π槡ｋ，

还可得如下不等式：
１

πｋ［１＋ ４
４ｋ－１槡 ］

＜
（２ｋ－１）！！
（２ｋ）！！

＜ １

πｋ［１＋ ５
４ｋ－１槡 ］

．

Ｗａｌｌｉｓ乘积公式 的 本 质 就 是 刻 画 双 阶 乘（２ｋ
－１）！！与（２ｋ）！！之比的渐近性态．感兴趣的读者

可参阅文末参考文献［２］．
５．拓展

例 题 　 比 较４·７·１０·…·７９
５·８·１１·…·８０

与 １
３

的

大小．
仿照上面的解法呈现，因为

（ｎ２－１）（ｎ２＋２ｎ＋１）
＝ｎ２（ｎ２＋２ｎ）－（２ｎ＋１）

＜ｎ２（ｎ２＋２ｎ），

所以ｎ
２－１
ｎ２＋２ｎ＜

ｎ２
ｎ２＋２ｎ＋１

，所以ｎ－１
ｎ
·ｎ＋１
ｎ＋２

＜（ｎｎ＋１
）２，所以

１
２７＝

３·４·５·…·８０
４·５·６·…·８１＜

（４·７·１０·…·７９
５·８·１１·…·８０

）３，

所以４·７·１０·…·７９
５·８·１１·…·８０＞

１
３．

该不等式可拓展为一般情况：
４·７·１０·…·（３ｎ＋１）
５·８·１１·…·（３ｎ＋２）＞

１
３
ｎ＋槡 １

．

同理，该不等式也可通过对数运算进行几何

解释．

参考文献：
［１］　龙宇、孙琼．探究２０１５年高考广东卷理科第

２１题［Ｊ］．中学数学研究．２０１６（２），１６－１７．
［２］　 隆建军．关 于 含 有 Ｗａｌｌｉｓ公 式 的 双 边 不 等

式及其 应 用［Ｊ］．四 川 职 业 技 术 学 院 学 报．
第２２卷第１期，１５９－１６０．

（收稿日期：２０１８－０８－２４）
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浅谈高考导数压轴题中的优化运算技巧

蔡德华

（江苏省泰兴市第二高级中学，２２５４０１）

导数压轴题除了思维难度大以外，还有就是

运算量大，本文结合２０１８年全国卷的几道导数压

轴题，来 说 明 导 数 题 中 的 几 种 常 见 的 优 化 运 算

技巧．
例１　（２０１８年全国新课标 Ⅰ 文）已知函数

ｆ（ｘ）＝ａｅｘ－ｌｎｘ－１．
（１）设ｘ＝２是ｆ（ｘ）的极值 点，求ａ，并 求

ｆ（ｘ）的单调区间；

（２）证明：当ａ≥ １ｅ
时，ｆ（ｘ）≥０．

解析　（１）ｆ（ｘ）的定义域为（０，＋∞），ｆ′（ｘ）

＝ａｅｘ－１ｘ．
所以ｆ′（２）＝０，所以ａｅ２－１２ ＝０

，ａ

＝ １
２ｅ２．

这时ｆ′（ｘ）＝ａｅｘ－１ｘ
在（０，＋∞）上单调

递增．又ｆ′（２）＝０，所以，当ｘ∈（０，２）时，ｆ′（ｘ）

＜０，ｆ（ｘ）单调递减；当ｘ∈ （２，＋∞）时，ｆ′（ｘ）

＞０，ｆ（ｘ）单调递增．

综 上，ａ ＝ １
２ｅ２
，ｆ（ｘ）的 单 调 增 区 间 为（２，

＋∞），单调减区间为（０，２）．

（２）当ａ≥１ｅ
时，有ｆ（ｘ）＝ａｅｘ－ｌｎｘ－１≥

１
ｅｅ

ｘ－ｌｎｘ－１＝ｅｘ－１－ｌｎｘ－１．

令ｇ（ｘ）＝ｅｘ－１－ｌｎｘ－１，ｘ∈ （０，＋∞），则

ｇ′（ｘ）＝ｅｘ－１－１ｘ
，容易得到ｇ′（ｘ）＝ｅｘ－１－１ｘ

在

（０，＋∞）上增，且ｇ′（１）＝ｅ１－１－１１＝０
，所以，当

ｘ∈ （０，１）时，ｇ′（ｘ）＜０，ｇ（ｘ）递减；当ｘ∈ （１，
＋∞）时，ｇ′（ｘ）＞０，ｇ（ｘ）递增．

所以［ｇ（ｘ）］ｍｉｎ＝ｇ（１）＝０，所以，当ａ≥ １ｅ
时，ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ）≥０．

评析 　 第（２）小题上述解法是将ｇ（ｘ）看作

一个函数，通过导数研究其单调性（其中需要观察

导函数的单调性和ｇ′（１）＝０），从而使问题得到

解决．本题也可以将ｇ（ｘ）分拆为两个函数，即将

ｅｘ 与ｌｎｘ隔开，然后找出两个函数之间的分隔函
数，这样可以简化运算．

（２）方法二　当ａ≥１ｅ
时，ｆ（ｘ）＝ａｅｘ－ｌｎｘ

－１≥ １ｅｅ
ｘ－ｌｎｘ－１＝ｅｘ－１－ｌｎｘ－１≥０，化为

ｅｘ－１ ≥ｌｎｘ＋１．
我们利用导数容易证得结论：ｅｘ ≥ｘ＋１，ｌｎｘ

≤ｘ－１，所以ｅｘ－１ ≥ （ｘ－１）＋１，即ｅｘ－１ ≥ｘ≥
ｌｎｘ＋１．

故当ａ≥ １ｅ
时，ｆ（ｘ）≥０．

评 析　因为由ｆ（ｘ）≥０很容易分离参数ａ，
本题也可以尝试采用分离参数的方法来解．

（２）方法三　 当ａ≥１ｅ
时，ｆ（ｘ）≥０即为ａ

≥ｌｎｘ＋１ｅｘ
，设ｈ（ｘ）＝ｌｎｘ＋１ｅｘ

，则ｈ′（ｘ）＝ｅ－ｘ（１ｘ
－ｌｎｘ－１）．

令φ（ｘ）＝
１
ｘ－ｌｎｘ－１

，容易得到φ（ｘ）在（０，

＋∞）上递减，且φ（１）＝０，所以ｈ（ｘ）＝ｌｎｘ＋１ｅｘ

在（０，１）上 递 增，在（１，＋ ∞）上 递 减，所 以

ｈ（ｘ）ｍａｘ＝ｈ（１）＝１ｅ
，所以ａ≥ｌｎｘ＋１ｅｘ

，即当ａ≥

１
ｅ

时，ｆ（ｘ）≥０．

例２　（２０１８年全国新课标 Ⅰ 理）已知函数

ｆ（ｘ）＝ １ｘ－ｘ＋ａｌｎｘ．

（１）讨论ｆ（ｘ）的单调性；
（２）若ｆ（ｘ）存 在 两 个 极 值 点ｘ１，ｘ２，证 明：

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２ ＜ａ－２．

解析　（１）因为ｆ（ｘ）＝１ｘ－ｘ＋ａｌｎｘ
，所以

ｆ′（ｘ）＝－ｘ
２－ａｘ＋１
ｘ２

，所以，

① 当－２≤ａ≤２时，ｘ２－ａｘ＋１的判别式

Δ＝ａ２－４≤０，所以ｆ′（ｘ）≤０，此时在（０，＋∞）
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上为单调递减．
② 当ａ＜－２或ａ＞２时，ｘ２－ａｘ＋１的判别

式Δ＝ａ２－４＞０，此时方程ｘ２－ａｘ＋１＝０的

两根为ｘ１＝ａ－ ａ２－槡 ４
２

，ｘ２＝ａ＋ ａ２　－槡 ４
２ ．当

ａ＜－２时，两根均为负，所以ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上

单调递减．当ａ＞２时，ｆ（ｘ）在（０，ａ－ ａ２　－槡 ４
２

）

上单 调 递 减，在（ａ－ ａ２　－槡 ４
２

，ａ＋ ａ２　－槡 ４
２

）上

单调递增，在（ａ＋ ａ２　－槡 ４
２

，＋∞）上单调递减．

综上可得，当ａ≤２时，ｆ（ｘ）在（０，＋∞）上单

调递减；当ａ＞２时，ｆ（ｘ）在（０，ａ－ ａ２　－槡 ４
２

），

（ａ＋ ａ２　－槡 ４
２

， ＋ ∞） 上 单 调 递 减， 在

（ａ－ ａ２　－槡 ４
２

，ａ＋ ａ２　－槡 ４
２

）上单调递增．

（２）方法一　由（１）可得，方程ｘ２－ａｘ＋１＝
０的两根为ｘ１，ｘ２，且ａ＞２，ｘ１＋ｘ２＝ａ，ｘ１ｘ２＝
１，令０＜ｘ１ ＜ｘ２，所以

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝ １ｘ１－
ｘ１＋ａｌｎｘ１－（１ｘ２－

ｘ２

＋ａｌｎｘ２）＝２（ｘ２－ｘ１）＋ａ（ｌｎｘ１－ｌｎｘ２），

所以ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２ ＝－２＋ａｌｎｘ１－ｌｎｘ２ｘ１－ｘ２

，

要证ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２ ＜ａ－２成 立，即 要 证

ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２ ＜１成立，即证

－２ｌｎｘ２－１ｘ２＋
ｘ２ ＞０（ｘ２ ＞１）．

令ｇ（ｘ）＝－２ｌｎｘ－１ｘ＋ｘ
（ｘ＞１），则ｇ′（ｘ）

＝
（ｘ－１）２
ｘ２ ＞０，可得ｇ（ｘ）在（１，＋∞）上为增函

数，所以ｇ（ｘ）＞ｇ（１）＝０，所以ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２ ＜１

成立，即ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２ ＜ａ－２成立．

评析　第（２）小题直接利用根与系数的关系

式，将ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２

化简为－２＋ａｌｎｘ１－ｌｎｘ２ｘ１－ｘ２
，

从而转化为证明ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２ ＜１，即证明－２ｌｎｘ２

－１ｘ２＋
ｘ２ ＞０（ｘ２ ＞１）（也可以转化为证明有关

ｘ１（０＜ｘ１＜１）的不等式２ｌｎｘ１－ｘ１＋１ｘ１ ＞
０），

再构造新函数利用其导数求出其最值．本题也可

以利用 对 数 平 均 数 不 等 式 加 以 证 明ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２

＜１．这样可以大大简化运算．

（２）方 法 二 　 同 方 法 一，即 证ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２

＜１．

由 对 数 平 均 数 不 等 式 槡ａｂ ＜ ａ－ｂ
ｌｎａ－ｌｎｂ＜

ａ＋ｂ
２
（ａ，ｂ＞０，ａ≠ｂ）得：ｘ１ｘ槡 ２＜

ｘ１－ｘ２
ｌｎｘ１－ｌｎｘ２

，

即 ｘ１－ｘ２
ｌｎｘ１－ｌｎｘ２ ＞

１，亦即ｌｎｘ１－ｌｎｘ２
ｘ１－ｘ２ ＜１，所

以ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）
ｘ１－ｘ２ ＜ａ－２成立．

例３　（２０１８年全国新课标 Ⅱ 文）已知函数

ｆ（ｘ）＝ １３ｘ
３－ａ（ｘ２＋ｘ＋１）．

（１）若ａ＝３，求ｆ（ｘ）的单调区间；
（２）证明：ｆ（ｘ）只有一个零点．

解析 　（１）当ａ＝３时，ｆ（ｘ）＝ １３ｘ
３－３（ｘ２

＋ｘ＋１），ｆ′（ｘ）＝ｘ２－６ｘ－３．令ｆ′（ｘ）＝０解得

ｘ＝３　－ 槡２　３或ｘ＝３　＋ 槡２　３．故ｆ（ｘ）在（－∞，３

－ 槡２　３），（３　＋ 槡２　３，＋∞）单调递增，在（３　－ 槡２　３，
３　＋ 槡２　３）单调递减．

（２）方法一 由于ｘ２＋ｘ＋１＞０，所以ｆ（ｘ）＝

０等价于 ｘ３
ｘ２＋ｘ＋１－

３ａ＝０．

设ｇ（ｘ）＝ ｘ３
ｘ２＋ｘ＋１－

３ａ，则ｇ′（ｘ）＝

ｘ２（ｘ２＋２ｘ＋３）
（ｘ２＋ｘ＋１）２ ≥０，所以ｇ（ｘ）在（－∞，＋∞）

单调递增，故ｇ（ｘ）至多有一个零点，从而ｆ（ｘ）至

多有一个零点．

又ｆ（３ａ－１）＝－６ａ２＋２ａ－１３＝－６
（ａ－１６

）２

－１６＜０
，ｆ（３ａ＋１）＝１３＞０

，故ｆ（ｘ）有一个零点．

综上，ｆ（ｘ）只有一个零点．
评析 　 第（２）小题是函数零点的问题，经常

采用分离参数法，分离参数后，在运用函数零点存

在定理时，函数取点是本题的难点．当然本题也可

以用极限来处理．从而简化运算．即：当ｘ→－∞

时，ｇ（ｘ）＝ ｘ３
ｘ２＋ｘ＋１－

３ａ＝ ｘ

１＋１ｘ＋
１
ｘ２
－３ａ
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→－∞；当ｘ→＋∞ 时，ｇ（ｘ）＝ ｘ３
ｘ２＋ｘ＋１－

３ａ

＝ ｘ

１＋１ｘ＋
１
ｘ２
－３ａ→＋∞．这样可以避免取点，

降低解题的难度．
本题也可以不分离参数直接研究三 次 函 数．

这样也比较容易．

（２）方法二 　ｆ（ｘ）＝ １３ｘ
３－ａ（ｘ２＋ｘ＋１）

＝０，ｆ′（ｘ）＝ｘ２－２ａｘ－ａ，
当Δ＝４ａ２＋４ａ≤０，即－１≤ａ≤０时，ｆ′（ｘ）

≥０，故ｆ（ｘ）在（－∞，＋∞）单调递增，所以ｆ（ｘ）
只有一个零点，

当Δ＝４ａ２＋４ａ＞０，即ａ＞０或ａ＜－１时，
设ｆ′（ｘ）＝ｘ２－２ａｘ－ａ＝０的两根为ｘ１，ｘ２（其
中ｘ１＜ｘ２），则ｘ２１－２ａｘ１－ａ＝０，ｘ２２－２ａｘ２－ａ
＝０，所以ｆ（ｘ）在（－∞，ｘ１），（ｘ２，＋∞）上递增，
在（ｘ１，ｘ２）上递减．

而ｆ（ｘ１）＝ １３ｘ
３
１－ａ（ｘ２１＋ｘ１＋１）＝ １３ｘ１

·

（２ａｘ１＋ａ）－ａ（ｘ２１＋ｘ１＋１）＝－ａ３
（ｘ２１＋２ｘ１

＋３），

同理ｆ（ｘ２）＝－ａ３
（ｘ２２＋２ｘ２＋３）．

因为ｘ２１＋２ｘ１＋３＞０，ｘ２２＋２ｘ２＋３＞０，所
以极大值ｆ（ｘ１）与极小值ｆ（ｘ２）同号，所以ｆ（ｘ）
只有一个零点．

综上，ｆ（ｘ）只有一个零点．
例４　（２０１８年全国新课标 Ⅱ 理）已知函数

ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ａｘ２．
（１）若ａ＝１，证明：当ｘ≥０时，ｆ（ｘ）≥１；
（２）若ｆ（ｘ）在（０，＋∞）只有一个零点，求ａ．
解析　（１）方法一　当ａ＝１时，ｆ（ｘ）＝ｅｘ

－ｘ２，ｆ′（ｘ）＝ｅｘ－２ｘ，ｆ″（ｘ）＝ｅｘ－２，所以，当ｘ
∈ ［０，ｌｎ２）时，ｆ″（ｘ）＜０，ｆ′（ｘ）递 减，当ｘ ∈
（ｌｎ２，＋∞）时，ｆ″（ｘ）＞０，ｆ′（ｘ）递增．ｆ′（ｘ）≥
ｆ′（ｌｎ２）＝２－（ｌｎ２）２＞０，所以ｆ（ｘ）在［０，＋∞）
上递增，故ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ａｘ２ ≥ｆ（０）＝１．

评析 　 本题直接通过两次求导，先求出导数

的最小值大于零，再求出ｆ（ｘ）的最小值．但是如

果采用下面的变形方法求出的导数很容易确定其

符号．
（１）方法 二 当ａ＝１时，ｆ（ｘ）≥１等 价 于

ｘ２＋１
ｅｘ －１≤０，设ｇ（ｘ）＝ｘ

２＋１
ｅｘ －１，则ｇ′（ｘ）

＝－
（ｘ－１）２
ｅｘ ≤０，所以ｇ（ｘ）在（０，＋∞）单调递

减，而ｇ（０）＝０，故当ｘ≥０时，ｇ（ｘ）≤０，即ｆ（ｘ）

≥１．

（２）方 法 一 ｆ（ｘ）＝ｅｘ（１－ａｘ
２

ｅｘ
），设 函 数

ｈ（ｘ）＝１－ａｘ
２

ｅｘ
，ｆ（ｘ）在（０，＋∞）只有一个零点

等价于ｈ（ｘ）在（０，＋∞）只有一个零点．
当ａ≤０时，ｈ（ｘ）＞０，ｈ（ｘ）没有零点；当ａ＞

０时，ｈ′（ｘ）＝ａｘ
（ｘ－２）
ｅｘ ．所以ｈ（ｘ）在（０，２）单调

递减，在（２，＋∞）单调递增．故ｈ（２）＝１－４ａｅ２
是

ｈ（ｘ）在（０，＋∞）的最小值．

① 若ｈ（２）＞０，即ａ＜ｅ
２

４
，ｈ（ｘ）在（０，＋∞）

没有零点；

② 若ｈ（２）＝０，即ａ＝ｅ
２

４
，ｈ（ｘ）在（０，＋∞）

只有一个零点；

③ 若ｈ（２）＜０，即ａ＞ｅ
２

４
，由于ｈ（０）＝１，所

以ｈ（ｘ）在（０，２）有一个零点，
由（１）知，当ｘ＞０时，ｅｘ ＞ｘ２，所以

ｈ（４ａ）＝１－１６ａ
３

ｅ４ａ ＝１－
１６ａ３
（ｅ２ａ）２ ＞１－

１６ａ３
（２ａ）４

＝１－１ａ ＞０．

故ｈ（ｘ）在（２，４ａ）有一个零点，因此ｈ（ｘ）在

（０，＋∞）有两个零点．

综上，ｆ（ｘ）在（０，＋∞）只有一个零点时，ａ＝ｅ
２

４．

评析 　 第（２）小题中，与（１）方法二类似，将

函数变形为ｆ（ｘ）＝ｅｘ（１－ａｘ
２

ｅｘ
）＝ｅｘｈ（ｘ），从而

转化为研究函数ｈ（ｘ）的零点个数，这样处理后，
导数形式较为简洁，ａ变成导函数的系数，便于研

究．但是换一种变形方式可以使运算得到简化．
（２）方法二　ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ａｘ２＝０，因为ｘ∈

（０，＋∞），所以ａ＝ｅ
ｘ

ｘ２
，令ｇ（ｘ）＝ｅ

ｘ

ｘ２
，则ｇ′（ｘ）＝

ｅｘ（ｘ－２）
ｘ３

，所 以ｇ（ｘ）在（０，２）上 递 减，在（２，

＋∞）上递增．

当ａ＝ｇ（２）＝ｅ
２

４
时，ａ＝ｅ

ｘ

ｘ２
在ｘ∈（０，＋∞）

有一解，

当ａ＞ｇ（２）＝ｅ
２

４
时，由于当ｘ→０时，ｇ（ｘ）
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→＋∞，ｇ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ２＝ａ
在（０，２）上有一解，又当ｘ

→＋∞ 时，运用洛必塔法则求得ｇ（ｘ）→＋∞，所

以ｇ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ２ ＝ａ
在（２，＋∞）有一解（此处也可

以 这样证明：因为ｇ（２）＝ｅ
２

４＜ａ
，ｇ（４ａ）＝ ｅ４ａ

（４ａ）２

＝
（ｅ２ａ）２
（４ａ）２ ＞

［（２ａ）２］２
（４ａ）２ ＝ａ，此法实际上与方法一

同源类似），所以，当ａ＞ｇ（２）＝ｅ
２

４
时，ａ＝ｅ

ｘ

ｘ２
在

ｘ∈ （０，＋∞）有两解．

综上，当且仅当ａ＝ｇ（２）＝ｅ
２

４
时，ａ＝ｅ

ｘ

ｘ２
在

ｘ∈ （０，＋∞）有一解，即ｆ（ｘ）在（０，＋∞）只有

一个零点．

评析 　 研究函数ｇ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ２
（ｘ＞０）当ｘ→

＋∞ 时函数值的趋向时，也可以借助辅助函数来

研究．
（２）方法三 　 同方法二，

当ａ＞ｇ（２）＝ｅ
２

４
时，由于当ｘ→０时，ｇ（ｘ）

→＋∞，ｇ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ２＝ａ
在（０，２）上有一解，又当ｘ

→＋∞ 时，不 用 洛 必 塔 法 则 如 何 求 得 ｇ（ｘ）

→＋∞？

构造函数ｈ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ３
，则ｈ′（ｘ）＝ｅ

ｘ（ｘ－３）
ｘ４

，

所以ｈ（ｘ）在（０，３）上递减，在（３，＋∞）上递增，

所以，当ｘ∈（０，＋∞）时，ｈ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ３ ≥ｈ
（３）＝

ｅ３
２７＞

８
２７
，即ｅ

ｘ

ｘ２＞
８
２７ｘ

，当ｘ→＋∞时，因为８
２７ｘ→

＋∞，所以ｇ（ｘ）＝ｅ
ｘ

ｘ２ →＋∞．

以下同方法二．
例５　（２０１８年全国新课标 Ⅲ 文）已知函数

ｆ（ｘ）＝ａｘ
２＋ｘ－１
ｅｘ ．

（１）求曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（０，－１）处的切线

方程；
（２）证明：当ａ≥１时，ｆ（ｘ）＋ｅ≥０．

解析 　（１）因为ｆ（ｘ）＝ａｘ
２＋ｘ－１
ｅｘ

，所 以

ｆ′（ｘ）＝ －ａｘ
２＋２ａｘ－ｘ＋２
ｅｘ

，由 题 意 得ｆ′（０）

＝２，即曲线ｙ＝ｆ（ｘ）在点（０，－１）处的切线方

程为ｙ－（－１）＝２（ｘ－０），即２ｘ－ｙ－１＝０；

（２）方法一 　 由题意，原不等式等价于：ｅｘ＋１

＋ａｘ２＋ｘ－１≥０恒成立．
令ｇ（ｘ）＝ｅｘ＋１＋ａｘ２＋ｘ－１，则ｇ′（ｘ）＝ｅｘ＋１

＋２ａｘ＋１，因为ａ≥１，所以ｇ′（ｘ）在（－∞，＋∞）
上单调递增，所以，在（－∞，＋∞）上存在唯一ｘ０
使ｇ′（ｘ０）＝０，因为ｅｘ０＋１＋２ａｘ０＋１＝０，即ｅｘ０＋１

＝－２ａｘ０－１，且ｇ（ｘ）在（－∞，ｘ０）上单调递减，
在（ｘ０，＋∞）上单调递增，所以ｇ（ｘ）≥ｇ（ｘ０）．

又ｇ（ｘ０）＝ｅｘ０＋１＋ａｘ２０＋ｘ０－１＝ａｘ２０＋（１
－２ａ）ｘ０－２＝（ａｘ０＋１）（ｘ０－２），因为ａ≥１，所

以ｇ′（－１ａ
）＝ｅ１－

１
ａ －１≥０，而ｇ′（ｘ）在（－∞，＋

∞）上单调递增，所以ｘ０ ≤－１ａ ＜０
，所以ｇ（ｘ０）

≥０，得证．
综上所述：当ａ≥１时，ｆ（ｘ）＋ｅ≥０．
评析 　 第（２）小题，利用导数，设出极值点，

求出ｇ（ｘ）的最小值ｇ（ｘ０）＝（ａｘ０＋１）（ｘ０－２），
然后 寻 找 函 数ｇ（ｘ）的 极 值 点ｘ０ 的 范 围，由

ｇ′（－１ａ
）＝ｅ１－

１
ａ －１＞０，得出极值点的范围ｘ０

≤－１ａ
，从而得到ｇ（ｘ０）≥０．如果采用常见的不

等式ｅｘ ≥ｘ＋１来放缩，则运算要小得多．
（２）方法二　因为ｅｘ≥ｘ＋１，所以ｅｘ＋１≥ｘ

＋２，

ｆ（ｘ）＋ｅ＝ａｘ
２＋ｘ－１
ｅｘ ＋ｅ

＝ａｘ
２＋ｘ－１＋ｅｘ＋１

ｅｘ

≥ａｘ
２＋ｘ－１＋（ｘ＋２）

ｅｘ

＝ａｘ
２＋２ｘ＋１
ｅｘ

，

当ａ≥１时，因为Δ＝４－４ａ≤０，所以ａｘ２＋
２ｘ＋１≥０，即ｆ（ｘ）＋ｅ≥０．

评析 　 上述解法中，实际上由ｅｘ＋１ ≥ｘ＋２

得：ｅｘ ≥ｘｅ＋
２
ｅ
，而ｙ＝ｘｅ＋

２
ｅ

是函数ｙ＝ｅｘ 的

图像上一点（－１，１ｅ
）处的切线，即是利用函数图

像的切线来进行放缩的．本题不变形直接求ｆ（ｘ）
的最小值，因为导数形式简单，倒反而比较简洁．

（２）方法三 　ｆ′（ｘ）＝－
（ｘ－２）（ａｘ＋１）

ｅｘ
，

当ａ≥１时，ｆ（ｘ）在（－∞，－１ａ
），（２，＋∞）

上递减，在（－１ａ
，２）上递增．
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ｆ（－１ａ
）＝－ｅ

１
ａ ＜０，而当ｘ＞２时，ｆ（ｘ）＞

０．故

ｆ（ｘ）＋ｅ≥ｆ（－１ａ
）＋ｅ＝－ｅ

１
ａ ＋ｅ

≥－ｅ＋ｅ＝０．
例６　（２０１８全 国 新 课 标 Ⅲ 理）已 知 函 数

ｆ（ｘ）＝ （２＋ｘ＋ａｘ２）ｌｎ（１＋ｘ）－２ｘ．
（１）若ａ＝０，证明：当－１＜ｘ＜０时，ｆ（ｘ）

＜０；当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞０；
（２）若ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极大值点，求ａ．
解析 　（１）若ａ＝０时，ｆ（ｘ）＝（２＋ｘ）ｌｎ（１

＋ｘ）－２ｘ（ｘ＞－１），所以

ｆ′（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ）＋（２＋ｘ）· １
１＋ｘ－

２

＝ｌｎ（ｘ＋１）＋ １
ｘ＋１－

１．

令ｈ（ｘ）＝ｌｎ（ｘ＋１）＋ １
ｘ＋１－

１，所以

ｈ′（ｘ）＝ １
ｘ＋１－

１
（ｘ＋１）２ ＝

ｘ
（ｘ＋１）２

．

所以，当ｘ＞０时，ｈ′（ｘ）＞０，ｈ（ｘ）在（０，

＋∞）上单调递增，当－１＜ｘ＜０时，ｈ′（ｘ）＜０，
ｈ（ｘ）在（－１，０）上单调递减．所以ｈ（ｘ）ｍｉｎ＝ｈ（０）

＝ｌｎ１＋１－１＝０，所以ｆ′（ｘ）≥０恒成立，所以

ｆ（ｘ）在（－１，＋∞）上单调递增．
又ｆ（０）＝２ｌｎ１－０＝０，所以，当－１＜ｘ＜

０时，ｆ（ｘ）＜０；当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）＞０．
评析 　 第（１）小题，通过二次求导判断一次

导函数递增，再直觉求出一次导函数的零点．有一

定的运算量．若重新变形处理，使得一次导函数形

式简洁，且不需二次求导，则运算量要小得多．
（１）方 法 二 　 若ａ＝０时，ｆ（ｘ）＝ （２＋

ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）－２ｘ＝（２＋ｘ）［ｌｎ（１＋ｘ）－ ２ｘ
２＋ｘ

］，

ｘ＞－１．

令ｇ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ）－ ２ｘ
２＋ｘ

（ｘ＞－１），则

ｇ′（ｘ）＝ １
１＋ｘ－

４
（２＋ｘ）２＝

ｘ２
（１＋ｘ）（２＋ｘ）２≥

０，所以ｇ（ｘ）在（－１，＋∞）上递增，而ｇ（０）＝０，
所以，当－１＜ｘ＜０时，ｇ（ｘ）＜０，所以ｆ（ｘ）＜
０；当ｘ＞０时，ｇ（ｘ）＞０，所以ｆ（ｘ）＞０．

评析 　 本解法变形后ｇ（ｘ）＝ｌｎ（１＋ｘ）－
２ｘ
２＋ｘ

，求 导 后 不 含 对 数 符 号，从 而 使 解 题 过 程

简化．
（２）若ａ≥０，由（１）知，当ｘ＞０时，ｆ（ｘ）≥

（２＋ｘ）ｌｎ（１＋ｘ）－２ｘ＞０＝ｆ（０），这与ｘ＝０
是ｆ（ｘ）的极大值点矛盾．

若ａ＜０，设ｈ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）
２＋ｘ＋ａｘ２＝

ｌｎ（１＋ｘ）

－ ２ｘ
２＋ｘ＋ａｘ２

，由于当｜ｘ｜＜ｍｉｎ｛１， １
｜ａ槡 ｜

｝时，

２＋ｘ＋ａｘ２＞０，故ｈ（ｘ）与ｆ（ｘ）的符号相同．又
ｈ（０）＝ｆ（０）＝０，故ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极大值点当

且仅当ｘ＝０是ｈ（ｘ）的极大值点．

ｈ′（ｘ）＝ｘ
２（ａ２　ｘ２＋４ａｘ＋６ａ＋１）
（ｘ＋１）（ａｘ２＋ｘ＋２）２

．

如果６ａ＋１＞０，则当０＜ｘ＜－６ａ＋１４ａ
，且

｜ｘ｜＜ｍｉｎ｛１， １
｜ａ槡 ｜

｝时，ｈ′（ｘ）＞０，故ｘ＝０不

是ｈ（ｘ）的极大值点；
如果６ａ＋１＜０，则ａ２　ｘ２＋４ａｘ＋６ａ＋１＝０

存在 根ｘ１ ＜０，故 当ｘ ∈ （ｘ１，０），且｜ｘ｜＜

ｍｉｎ｛１， １
｜ａ槡 ｜

｝时，ｈ′（ｘ）＜０，故ｘ＝０不是ｈ（ｘ）

的极大值点．

如 果６ａ＋１＝０，则ａ ＝－ １６
，ｈ′（ｘ）＝

ｘ３（ｘ－２４）
（ｘ＋１）（ｘ２－６ｘ－１２）２

，当 ｘ ∈ （－１，０）时，

ｈ′（ｘ）＞０；当ｘ∈（０，１）时，ｈ′（ｘ）＜０．所以ｘ＝
０是ｈ（ｘ）的极大值点，从而ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极大

值点．

综上，ａ＝－１６．

评析 　 上述讨论中，若ａ＜０，因为ｘ＝０时

２＋ｘ＋ａｘ２＝２，压缩ｘ的区间到｜ｘ｜＜ｍｉｎ｛１，

１
｜ａ槡 ｜

｝，确保在此区间内２＋ｘ＋ａｘ２ ＞０，这样

就只需讨 论ｈ（ｘ）的 符 号，同 样 在 研 究ｈ′（ｘ）＝
ｘ２（ａ２　ｘ２＋４ａｘ＋６ａ＋１）
（ｘ＋１）（ａｘ２＋ｘ＋２）２

的符 号 时，由 于ｘ＝０

时ａ２　ｘ２＋４ａｘ＋６ａ＋１＝６ａ＋１，所以６ａ＋１的

符号直接决定０的附近小邻域内ｈ′（ｘ）的符号．
总之，在导数压轴题的解题过程中，为了分离

参数，或为了使得求导后导函数便于处理，经常采

取适当变形，恰当放缩，或利用常见的不等式进行

放缩，有时还需要二次求导，直觉观察得到导函数

或原函数的零点，使得运算过程得到优化．

（收稿日期：２０１８－０９－１９）
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与三角形的“四心”有关的竞赛试题

方志平

（广东省惠州市第一中学，５１６００７）

三角形的“四心”（即外心、内心、重心和垂心）
是中学数学经常用到的知识点，全国高中数学联

赛各省预赛 中 频 繁 出 现 与 三 角 形“四 心”有 关 的

问题，这类试题的特点往往是建立在知识的交汇

处，涉及面广，灵活性强，学生学习有一定的困难．
基于这些，笔者精选了近几年各省市预赛试题，以
供同学们学习参考．
１．竞赛试题中涉及三角形的外心

例１　（２０１６年全 国 高 中 数 学 联 赛 河 南 省 预

赛试题）已知 △ＡＢＣ中，ＡＢ＝２，ＡＣ＝１，ＢＣ＝

槡７，Ｏ是△ＡＢＣ的外心，且 →ＡＯ＝λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ，则

λ＋μ的值为 ．
解 　 在 △ＡＢＣ中，由余弦定理得

ｃｏｓ∠ＢＡＣ＝ＡＢ
２＋ＡＣ２－ＢＣ２
２ＡＢ·ＡＣ

＝４＋１－７２×２×１＝－
１
２．

所以 ∠ＢＡＣ＝１２０°，则
→ＡＢ· →ＡＣ＝｜ →ＡＢ｜·｜ →ＡＣ｜ｃｏｓ∠ＢＡＣ＝－１．

又Ｏ是 △ＡＢＣ的外心，则
→ＡＯ· →ＡＢ ＝｜ →ＡＯ｜·｜ →ＡＢ｜ｃｏｓ∠ＯＡＢ

＝｜ →ＡＯ｜·｜ →ＡＢ｜·
１
２｜

→ＡＢ｜

｜ →ＡＯ｜

＝ １２｜
→ＡＢ｜２ ＝２，

同理 →ＡＯ· →ＡＣ＝ １２｜
→ＡＣ｜２ ＝ １２．

所以

２　＝ →ＡＯ· →ＡＢ＝λ →ＡＢ２＋μ
→ＡＣ· →ＡＢ＝４λ－μ，

１
２ ＝

→ＡＯ· →ＡＣ＝λ →ＡＢ· →ＡＣ＋μ
→ＡＣ２

＝－λ＋μ，

解得：λ＝ ５６
，μ＝

４
３．

所以λ＋μ＝
１３
６．

评注　在向量等式 →ＡＯ＝λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ中，先

后求它们与 →ＡＢ，→ＡＣ的数量积，将向量运算转化为

数的运算，从而得出关于λ，μ的两个等式，问题顺

利获解．
例２　（２０１７年全 国 高 中 数 学 联 赛 贵 州 省 预

赛试题）已知Ｐ为△ＡＢＣ的外心，且 →ＰＡ＋ →ＰＢ＝

λ →ＰＣ，ｔａｎＣ＝１２５
，则实数λ的值为 ．

图１

解 　 如图１，设ＡＢ
的中点为Ｄ，则 →ＰＡ＋ →ＰＢ
＝２ →ＰＤ．又 →ＰＡ＋ →ＰＢ＝λ
→ＰＣ，所以２ →ＰＤ＝λ →ＰＣ，故
Ｃ、Ｐ、Ｄ三点共线．又Ｐ为

△ＡＢＣ的外心，所 以ＰＤ
⊥ＡＢ，于是ＣＤ⊥ＡＢ．

由ｔａｎＣ＝１２５
，可得

ｃｏｓ　Ｃ＝ ５１３．

又ＰＣ＝ＰＡ，所以

λ＝－２ＰＤＰＣ ＝－２ＰＤＰＡ ＝－２ｓｉｎ∠ＰＡＤ

＝－２ｃｏｓ∠ＡＰＤ ＝－２ｃｏｓ　Ｃ＝－１０１３．

评注 　 因 为Ｐ 是 △ＡＢＣ 的 外 心，也 就 是

△ＡＢＣ的外接圆的圆心，把 此 三 角 形 放 在 圆 中，

不难得到 ∠ＡＣＢ ＝ １２∠ＡＰＢ
，又Ｄ 是ＡＢ 的中

点，且ＡＰ ＝ＢＰ，于是有 ∠ＡＰＤ ＝ ∠Ｃ．
２．竞赛试题中涉及三角形的内心

图２

例３　（２０１７年 全 国 高 中

数学联赛山东省预赛试题）设

Ｉ为△ＡＢＣ的内心，且３→ＩＡ＋４
→ＩＢ＋５→ＩＣ＝０，则角Ｃ的大小

为 ．
解 　 设ａ，ｂ，ｃ分 别 为 角

Ａ，Ｂ，Ｃ的 对 边，过Ｉ分 别 作

△ＡＢＣ 三 边 的 平 行 线（如 图
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２），交 点 分 别 为 Ｄ、Ｎ、Ｅ、Ｍ、Ｆ、Ｇ，则 四 边 形

ＡＮＩＧ是平行四边形，因为Ｉ为△ＡＢＣ的内心，所
以ＡＩ平分 ∠ＮＡＧ，故四边形ＡＮＩＧ 是菱形．

同理可知：四边形ＢＤＩＥ，四边形ＣＦＩＭ 都是

菱形．
设ＡＮ＝ＡＧ＝λ１，ＢＤ＝ＢＥ＝λ２，ＣＦ＝ＣＭ

＝λ３，则

→ＡＩ　＝ →ＡＮ＋ →ＡＧ ＝λ１·
→ＡＢ
ｃ ＋λ１·

→ＡＣ
ｂ

＝λ１（
→ＡＢ
ｃ ＋

→ＡＣ
ｂ
），

→ＢＩ　＝ →ＢＤ＋ →ＢＥ ＝λ２（
→ＢＡ
ｃ ＋

→ＢＣ
ａ
），

→ＣＩ　＝ →ＣＦ＋ →ＣＭ ＝λ３（
→ＣＡ
ｂ ＋

→ＣＢ
ａ
）．

由此得：
→ＡＩ
λ１ ＋

→ＢＩ
λ２ ＋

→ＣＩ
λ３ ＝

０ ①

因为ＭＮ／／ＡＣ，所以ＡＮ
ｃ ＝ＣＭａ ．

同理可得：ＢＤ
ｃ ＝ＣＦｂ ．

所以ＡＮ
ＣＭ ＝λ１λ３ ＝

ｃ
ａ
，ＢＤ
ＣＦ ＝

λ２
λ３ ＝

ｃ
ｂ
，即有

１
λ１
：１
λ２∶

１
λ３ ＝

ａ∶ｂ∶ｃ，

代入 ① 式得 →ａ　ＩＡ＋ →ｂ　ＩＢ＋ →ｃ　ＩＣ　＝→０．
又已知３ →ＩＡ＋４→ＩＢ＋５→ＩＣ＝０，所以ａ∶ｂ∶ｃ

＝３∶４∶５，故 ∠Ｃ＝９０°．
评注　因为Ｉ是△ＡＢＣ的内心（即△ＡＢＣ三条

内角平分线的交点），在平行四边形ＡＮＩＧ中对角线

平分其一组对角，所以四边形ＡＮＩＧ是菱形，依题中

几何量的关系，妙巧引进参数λ１，λ２，λ３，借用三角形

内心的向量性质，即→ＡＩ＝λ１（
→ＡＢ
ｃ ＋

→ＡＣ
ｂ
），→ＢＩ＝λ２（

→ＢＡ
ｃ

图３

＋
→ＢＣ
ａ
），→ＣＩ＝λ３（

→ＣＡ
ｂ ＋

→ＣＢ
ａ
），再 结 合 平 面 几 何

中 平 行 线 分 线 段 成 比

例定理，至 此 问 题 的 瓶

颈 得 到 了 实 质 性 的

突破．
例４　 （２０１７年全

国高中数学联赛福建

省 预赛试题）已知Ｐ为双曲线Ｃ：ｘ
２

４－
ｙ２
１２＝１

上一

点，Ｆ１、Ｆ２为双 曲 线Ｃ 的 左 右 焦 点，Ｍ、Ｉ分 别 为

△ＰＦ１Ｆ２ 的 重 心、内 心，若 ＭＩ ⊥ ｘ 轴，则

△ＰＦ１Ｆ２ 内切圆的半径为 ．
解　如图３，不妨设点Ｐ在第一象限，实轴长

为２ａ，焦距为２ｃ，Ｄ、Ｅ、Ｆ分别为 ⊙Ｉ与 △ＰＦ１Ｆ２
三边相切的切点，则由切线长定理以及双曲线定

义，得
２ａ＝ ＰＦ１ － ＰＦ２
＝ （ＰＦ ＋ ＦＦ１ ）－（ＰＥ ＋ ＥＦ２ ）

＝ ＦＦ１ － ＥＦ２ ＝ Ｆ１Ｄ － Ｆ２Ｄ
＝ （ｘＤ＋ｃ）－（ｃ－ｘＤ）＝２ｘＤ，
所以ｘＤ ＝ａ＝２，ｘＭ ＝ｘＩ ＝ｘＤ ＝２．
设Ｐ（ｘ０，ｙ０），由于Ｍ为 △ＰＦ１Ｆ２ 的重心，所

以ｃ＋ｘ０－ｃ
３ ＝ｘＭ，则ｘ０＝３ｘＭ ＝６，ｙ０＝ 槡４　６，

所以

ＰＦ１ ＝ （６＋４）２＋（槡４　６－０）槡 ２ ＝１４，

ＰＦ２ ＝ （６－４）２＋（槡４　６－０）槡 ２ ＝１０．
设 △ＰＦ１Ｆ２ 内切圆的半径为ｒ，则

Ｓ△ＰＦ１Ｆ２ ＝
１
２
（ＰＦ１ ＋ ＰＦ２ ＋ Ｆ１Ｆ２ ）·ｒ

＝１６ｒ．

又Ｓ△ＰＦ１Ｆ２ ＝
１
２｜Ｆ１Ｆ２｜

·ｙ０＝１２×８× 槡４　６

＝ 槡１６　６，于是有１６ｒ　＝ 槡１６　６，所以ｒ　＝槡６．
评 注 　Ｉ 是 △ＰＦ１Ｆ２ 的 内 心，也 就 是

△ＰＦ１Ｆ２ 的内切圆的圆心，由于切线垂直于过切

点的半径，于是得ｘＩ ＝ｘＤ，给问题的解决带来了

转机．
３．竞赛试题中涉及三角形的重心

例５　（２０１４年全国高中数学联赛山东省预赛试

题）设Ｇ为△ＡＢＣ的重心，ＰＱ 过重心Ｇ，且满足 →ＣＰ

＝ →ｍＣＡ，→ＣＱ＝ →ｎ　ＣＢ，则１ｍ＋
１
ｎ ＝ ．

图４

解　如图４，连结ＣＧ并延长交ＡＢ于Ｄ，则Ｄ
为ＡＢ 的中点，所以
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→ＣＧ ＝ ２３
→ＣＤ ＝ ２３×

１
２
（→ＣＡ＋ →ＣＢ）

＝ １３
（→ＣＡ＋ →ＣＢ），

→ＰＧ　＝ →ＣＧ－ →ＣＰ ＝ １３
（→ＣＡ＋ →ＣＢ）－ →ｍ　ＣＡ

＝ （１３－ｍ
）→ＣＡ＋１３

→ＣＢ．

同理可得 →ＱＧ ＝ １３
→ＣＡ＋（１３－ｎ

）→ＣＢ．

因为 →ＰＧ／／ →ＱＧ，所以

１
３－ｍ

１
３

＝

１
３
１
３－ｎ

，即ｍ＋

ｎ＝３ｍｎ，所以１
ｍ＋

１
ｎ ＝３．

评注 　 本 题 选 择 基 底｛→ＣＡ，→ＣＢ｝，用 基 向 量
→ＣＡ，→ＣＢ 表示 →ＰＧ，→ＱＧ，突出了问题的本质，明确了

解题的方向，再借用向量 →ＰＧ，→ＱＧ共线得ｍ，ｎ的关

系式．
例６　 （２０１１年全国高中数学联赛山东省预

赛试题）已知在 △ＡＢＣ 中，Ｇ是重心，三内角Ａ、

Ｂ、Ｃ的对边分别为ａ、ｂ、ｃ，且５６ →ａ　ＧＡ＋４０ →ｂ　ＧＢ＋
３５ →ｃ　ＧＣ＝０，则 ∠Ｂ＝ ．

解　因为Ｇ是△ＡＢＣ的重心，所以 →ＧＡ＋ →ＧＢ
＋ →ＧＣ＝０，即有４０ →ｂ　ＧＡ＋４０ →ｂ　ＧＢ＋４０ →ｂ　ＧＣ＝０．

又５６ →ａ　ＧＡ＋４０ →ｂ　ＧＢ＋３５ →ｃ　ＧＣ＝０，所以（５６ａ
－４０ｂ） →ＧＡ＋（３５ｃ－４０ｂ）→ＧＣ＝０．

由 于 →ＧＡ， →ＧＣ 不 共 线， 所 以

有
５６ａ－４０ｂ＝０，

３５ｃ－４０ｂ＝０｛ ．
设ａ＝５ｋ，则ｂ＝７ｋ，ｃ＝８ｋ，由余弦定理得：

ｃｏｓ　Ｂ＝ａ
２＋ｃ２－ｂ２
２ａｃ ＝２５ｋ

２＋６４ｋ２－４９ｋ２
２×５ｋ×８ｋ

＝ １２
，

所以 ∠Ｂ＝６０°．
评注 　 本题充分利用三角形重心的 向 量 性

质 →ＧＡ＋ →ＧＢ＋ →ＧＣ＝０，与条件５６ →ａＧＡ＋４０ →ｂＧＢ＋
３５ →ｃ　ＧＣ＝０联立，消去 →ＧＢ，借用平面向量基本定

理，问题很快得到解决．
４．竞赛试题中涉及三角形的垂心

例７　（２０１０年全 国 高 中 数 学 联 赛 山 东 省 预

赛试题）已 知 △ＡＢＣ 的 垂 心 为Ｈ，若Ｂ（０，０），

Ｃ（２，０），且点Ｈ在圆（ｘ－１）２＋（ｙ＋１）２＝２上移

动，则动点Ａ的轨迹为 ．
解 　 设 Ａ（ｘ，ｙ），Ｈ（ｘ，ｙ１），因 为 Ｈ 为

△ＡＢＣ的垂心，所以ＢＨ ⊥ＡＣ．

当ｘ≠０且ｘ≠２时，ｋＢＨ·ｋＡＣ ＝－１，即ｙ１ｘ
·

ｙ
ｘ－２＝－

１（ｙ≠０），故ｙ１＝－ｘ
２－２ｘ
ｙ

（ｙ≠０）．

因 为点Ｈ在圆（ｘ－１）２＋（ｙ＋１）２＝２上，所

以（ｘ－１）２＋（－ｘ
２－２ｘ
ｙ ＋１）２ ＝２，整理得

（ｘ２－２ｘ）（ｙ２－２ｙ＋ｘ２－２ｘ）＝０．
而ｘ≠０且ｘ≠２，所以ｙ２－２ｙ＋ｘ２－２ｘ＝

０，即（ｘ－１）２＋（ｙ－１）２ ＝２．
当ｘ＝０时，只要ｙ≠０（否则Ａ与Ｂ重合），

△ＡＢＣ都是∠ＡＢＣ＝９０°的直角三角形，其垂心

为点Ｂ，且点Ｂ在圆（ｘ－１）２＋（ｙ－１）２ ＝２上，
满足题意；

当ｘ＝２时，只要ｙ≠０（否则Ａ与Ｃ重合），

△ＡＢＣ都是∠ＡＣＢ＝９０°的直角三角形，其垂心

为点Ｃ，且点Ｃ在圆（ｘ－１）２＋（ｙ－１）２＝２上，满
足题意．

综 上所述，动点Ａ的轨迹为圆（ｘ－１）２＋（ｙ－
１）２＝２（去掉Ｂ，Ｃ两点）和直线ｘ＝０（去掉Ｂ点）
以及直线ｘ＝２（去掉Ｃ点）．

评注 　 由 于 Ｈ 是 △ＡＢＣ 的 垂 心，于 是 有

ＢＨ ⊥ＡＣ，借用两垂线（斜率存在时）的斜率的乘

积为－１，从而得出关于Ａ点坐标（ｘ，ｙ）的一个等

式，即Ａ点的轨迹方程．

图５

例８　（２０１６年 全

国 高 中 数 学 联 赛 山 东

省预赛试题）如图５，在
四 面 体 ＡＢＣＤ 中，面

ＡＢＣ 与 面ＢＣＤ 成６０°
的二面角，顶点Ａ在面

ＢＣＤ 上 的 射 影 Ｈ 是

△ＢＣＤ 的 垂 心，Ｇ 是

△ＡＢＣ 的重心，若ＡＨ

＝４，ＡＢ ＝ＡＣ，则ＧＨ ＝ ．
解 　因为ＡＨ ⊥面ＢＣＤ，Ｈ是△ＢＣＤ的垂

心，所以ＤＨ ⊥ＢＣ．
设面ＡＨＤ交ＢＣ于点Ｆ（如图５），因为ＡＢ＝

ＡＣ，故点Ｇ在ＡＦ上，且ＧＦ＝ １３ＡＦ
，∠ＡＦＨ ＝

６０°，于是ＡＦ ＝ ＡＨ
ｓｉｎ　６０°＝

槡８　３
３
，ＦＨ ＝ １２ＡＦ　＝

槡４　３
３
，ＧＦ　＝ 槡８　３

９ ．

６４ 数学通讯 ———２０１９年第１期（上半月）　　　　　　 　　　　　·课外园地·



在 △ＧＦＨ 中，由余弦定理得：

ＧＨ ＝ ＧＦ２＋ＦＨ２－２ＧＦ·ＦＨ·槡 ｃｏｓ　６０°

＝ ６４
２７＋

１６
３－２　×

槡８　３
９ × 槡４　３

３ ×槡 １
２

＝ 槡４　２１
９ ．

评注 　 本题依据条件，巧妙作出截面ＡＦＤ，
将空间问题平面化．充分利用三角形的垂心和重

心的几何性质，在 △ＧＦＨ 中，借助余弦定理问题

顺利得到解决．
综上所述，三角形的“四心”在高中数学竞赛

中涉及面很广，涵盖了代数、三角、几何诸方面知

识，综合性强，方法灵活，富有挑战性，是考查学生

能力的好题，本文对三角形“四心”进行了粗浅的

探讨，旨在总结方法，帮助解题．

（收稿日期：２０１８－０７－２７）

巧用三角代换 　 妙解代数问题

高 　 礼

（重庆市潼南中学，４０２６６０）

三角函数的知识是高中数学的重要内容，也

是高考的热点问题，所占分值比较大．由于三角函

数问题涉及的公式繁多，变形技巧灵活，学生在学

习过程中普遍感觉比较困难．究其原因是学生不

能灵活应用三角公式对问题进行转化，所以在解

题过程中往往思维受阻．
实质上，三角知识应用非常广泛，对某些代数

问题，用一般方法求解较为困难，若能根据题目条

件与结论的结构及内在特征，恰当运用三角代换．
往往可以化腐朽为神奇，本文侧重介绍三角代换

在求解函数值域和不等式问题中的应用．
一、弦代换

例１　求函数ｙ＝ｘ－３＋ １０－９ｘ槡 ２ 的值域．

解 　ｙ＝ｘ－３＋ １０－９ｘ槡 ２

＝ １３
·３ｘ＋ １０－９ｘ槡 ２－３，

注意到（３ｘ）２＋（１０－９ｘ槡 ２）２ ＝１０，所以可

设３ｘ　＝ 槡１０ｃｏｓθ， １０－９ｘ槡 ２　＝ 槡１０ｓｉｎθ，θ∈
［－π２

，π
２
］，所以

ｙ　＝ 槡１０３ ｃｏｓθ＋ 槡１０ｓｉｎθ－３

＝１０３
（３
槡１０
ｓｉｎθ＋ １

槡１０
ｃｏｓθ）－３

＝１０３ｓｉｎ
（θ＋φ）－３，

其中φ ∈ （０，
π
２
），且ｃｏｓφ ＝

１
槡１０

，ｓｉｎφ

＝ ３
槡１０

．

因 为θ∈［－π２
，π
２
］，所以－π２＋φ≤θ＋φ≤

π
２＋φ

，所以－ １
槡１０

≤ｓｉｎ（θ＋φ）≤１，所以

－槡１０３ －３≤１０３ｓｉｎ
（θ＋φ）－３≤

１０
３－３＝

１
３
，

故所求值域为［－槡１０３ －３，１３
］．

例２　 求 函 数 ｆ（ｘ）＝ １０ｘ－９－ｘ槡 ２ ＋

６８ｘ－２５６－ｘ槡 ２ 的最大值．

解 　 由 于 ｆ（ｘ）＝ （ｘ－１）（９－ｘ槡 ）＋
（６４－ｘ）（ｘ－４槡 ），注意到

（ｘ－槡 １）２＋（６４－ｘ槡 ）２ ＝６３，

（９　－槡 ｘ）２＋（ｘ－槡 ４）２ ＝５，

故可令 ｘ－槡 １　＝ 槡６３ｃｏｓα，９　－槡 ｘ　＝槡５·

ｃｏｓβ， ６４　－槡 ｘ　＝ 槡６３ｓｉｎα，ｘ－槡 ４　＝槡５ｓｉｎβ，

α，β∈ （０，
π
２
），所以
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ｆ（ｘ）＝ 槡６３·槡５（ｃｏｓαｃｏｓβ＋ｓｉｎαｓｉｎβ）

＝ 槡３　３５ｃｏｓ（α－β）≤ 槡３　３５，

当α＝β时取得最大值，此时ｘ－１
６３ ＝９－ｘ５

，

即ｘ＝１４３１７ ∈
（４，９）时，ｆ（ｘ）取得最大值 槡３　３５．

例３　（１９９９年全国高中数学联赛试题）给定

正整数ｎ和正数Ｍ，对于满足条件ａ２１＋ａ２ｎ＋１≤Ｍ
的所有等差数列｛ａｎ｝，试求Ｓ＝ａｎ＋１＋ａｎ＋２＋…＋
ａ２ｎ＋１ 的最大值．

分析　这是一个与等差数列相关的条件最值

问题，我们可灵活应用“弦代换”来解决这一问题．
解 　 由 条 件ａ２１＋ａ２ｎ＋１ ≤ Ｍ，故 可 令ａ１ ＝

槡ｋｃｏｓθ，ａｎ＋１ ＝槡ｋｓｉｎθ，０≤ｋ≤Ｍ，０≤θ≤２π，
则有

Ｓ＝ｎ＋１２
（ａｎ＋１＋ａ２ｎ＋１）＝ｎ＋１２

（３ａｎ＋１－ａ１）

＝ｎ＋１２
（３槡ｋｓｉｎθ－槡ｋｃｏｓθ）

＝
（ｎ＋１） １０槡 ｋ

２ ｓｉｎ（θ－φ），

其中ｓｉｎφ＝
１
槡１０

，ｃｏｓφ＝
３
槡１０

．

故可得：

Ｓ≤
（ｎ＋１） １０槡 ｋ

２ ≤
（ｎ＋１） １０槡 Ｍ

２ ．

当且仅当ｓｉｎ（θ－φ）＝１，ｋ＝Ｍ时取得最大

值．
因 此，Ｓ＝ａｎ＋１＋ａｎ＋２＋…＋ａ２ｎ＋１ 的最大值为

（ｎ＋１） １０槡 Ｍ
２ ．

二、切代换

例４　（１９９９年越南奥林匹克试题）设ａ，ｂ，ｃ

是正实数，且ａｂｃ＋ａ＋ｃ＝ｂ，试求ｐ＝ ２
ａ２＋１＋

３
ｃ２＋１－

２
ｂ２＋１

的最大值．

解 　 由已知条件有ａ＋ｃ＝ （１－ａｃ）ｂ，显然

１－ａｃ≠０，故ｂ＝ａ＋ｃ１－ａｃ
，联想到这种形式与两角

和的正切公式极为相似，所以可令ａ＝ｔａｎα，ｂ＝

ｔａｎβ，ｃ＝ｔａｎγ，α，β，γ∈ （０，
π
２
），由此得到

ｔａｎβ＝
ｔａｎα＋ｔａｎγ
１－ｔａｎαｔａｎγ＝

ｔａｎ（α＋γ）．

又β，α＋γ∈ （０，π），故β＝γ＋α．

ｐ＝ ２
１＋ｔａｎ２α－

２
１＋ｔａｎ２β

＋ ３
１＋ｔａｎ２γ

＝２ｃｏｓ２α－２ｃｏｓ２（α＋γ）＋３ｃｏｓ２γ
＝（１＋ｃｏｓ　２α）－［１＋ｃｏｓ（２α＋２γ）］＋３ｃｏｓ２γ
＝２ｓｉｎγｓｉｎ（２α＋γ）＋３ｃｏｓ２γ
≤２ｓｉｎγ＋３（１－ｓｉｎ２γ）

＝－３（ｓｉｎγ－１３
）２＋１０３ ≤

１０
３．

当且仅当２α＋γ＝ π２
，ｓｉｎγ＝ １３

时，等号成

立．

故当ａ＝槡２２
，ｂ　＝槡２，ｃ　＝槡２４ 时，ｐ＝ ２

ａ２＋１＋

３
ｃ２＋１－

２
ｂ２＋１

取得最大值１０
３．

总结 　 形如 ２ｘ
１＋ｘ２

，１－ｘ
２

１＋ｘ２
，ｘ－ｙ
１＋ｘｙ

，ｘ＋ｙ
１－ｘｙ

，

ａ２＋ｘ槡 ２ 等代数式中的ｘ，ｙ都可以用正（余）切

代换．
例５　（第３０届ＩＭＯ预选题）数列ａ０，ａ１，…

与ｂ０，ｂ１，… 定义如下：

ａ０＝槡２２
，ａｎ＋１＝槡２２ １－ １－ａ２槡槡 ｎ，ｎ＝０，１，

２，…，

ｂ０ ＝１，ｂｎ＋１ ＝
１＋ｂ２槡 ｎ －１
ｂｎ

，ｎ＝０，１，２，…．

证明 　 对每一个ｎ＝０，１，２，…，都有２ｎ＋２　ａｎ
＜π＜２ｎ＋２ｂｎ．

证明 　 由题设条件知０＜ａｎ ＜１，ｂｎ ＞０，ｎ
＝０，１，２，…．

令ａｎ ＝ｓｉｎαｎ，ｂｎ ＝ｔａｎβｎ，αｎ，βｎ ∈ （０，
π
２
），

则

ａｎ＋１ ＝ｓｉｎαｎ＋１ ＝槡２２ １－ｃｏｓ２α槡 ｎ ＝ｓｉｎαｎ２
，

所以αｎ＋１ ＝αｎ２
，故 α｛ ｝ｎ 是以α０ 为首项，１

２
为

公比的等比数列．

又ａ０ ＝ 槡２２ ＝ｓｉｎπ２２
，所 以α０ ＝ π

２２
，αｎ ＝

α０（１２
）ｎ ＝ π

２ｎ＋２
．

同理，由ｂｎ＋１＝
１＋ｔａｎ２β槡 ｎ－１
ｔａｎβｎ

＝１－ｃｏｓβｎｓｉｎβｎ
＝

ｔａｎβｎ２
，得βｎ＋１ ＝β

ｎ

２
，所 以βｎ ＝

π
２ｎ＋２
，所 以ｂｎ ＝

８４ 数学通讯 ———２０１９年第１期（上半月）　　　　　　 　　　　　·课外园地·



ｔａｎ π
２ｎ＋２
．

由于当ｘ∈（０，π２
）时ｓｉｎ　ｘ＜ｘ＜ｔａｎ　ｘ，所

以ｓｉｎ π
２ｎ＋２ ＜

π
２ｎ＋２ ＜

ｔａｎ π
２ｎ＋２

，原命题成立．

三、割代换

例６　求函数ｙ＝ｘ＋ ｘ２－３ｘ＋槡 ２的值域．
解 　 本题是无理函数求值域的问题，通法是

转化为距离求解或者直接对函数求导，但通过试

探两种方法都不太简单，注意到根号里面是一个

二次式，很容易想到通过三角换元进行处理．

由于ｘ２－３ｘ＋２＝（ｘ－３２
）２－１４

，于是不妨

令ｘ－３２＝
１
２ｓｅｃθ＝

１
２ｃｏｓθ

，θ∈［０，π２
）∪（π２

，

π），则有：

ｙ＝ ３２＋
１
２ｓｅｃθ＋

１
２ ｔａｎθ ．

当θ∈ ［０，π２
）时，

ｙ＝ ３２＋
１
２ｔａｎθ＋

１
２ｓｅｃθ

＝ ３２＋
１
２
·１＋ｓｉｎθ
ｃｏｓθ

＝ ３２＋
１
２ｔａｎ

（θ
２＋

π
４
）．

因 为π
４≤

θ
２＋

π
４＜

π
２
，所以ｔａｎ（θ２＋

π
４
）≥

１，从而可得ｙ≥２．

类似地，可以求得：当θ∈（π２
，π］时，１≤ｙ＜

３
２．

故所求函数的值域是［１，３２
）∪ ［２，＋∞）．

例７　（第３３届ＩＭＯ预选题）若ｘ，ｙ，ｚ＞１，

且１
ｘ＋

１
ｙ＋

１
ｚ ＝２

，证明：

ｘ＋ｙ＋槡 ｚ≥ ｘ－槡 １＋ ｙ－槡 １＋ ｚ　－槡 １．
分析 　 证明这样的问题不仅根式不 容 易 处

理，而且条件“ｘ，ｙ，ｚ＞１，１ｘ＋
１
ｙ＋

１
ｚ ＝２

”也很

难利用．看来，此处的换元既要把不等式的根式去

掉，又要把分母化掉，所以，这里的换元要达到“一
石二鸟”的作用．

证明 　 设α，β，γ均 为 锐 角，则０＜ｃｏｓ２α，

ｃｏｓ２β，ｃｏｓ
２γ＜１，且ｓｅｃ２α＞１，ｓｅｃ２β＞１，ｓｅｃ

２γ＞
１．

不妨令ｘ＝ｓｅｃ２α，ｙ＝ｓｅｃ２β，ｚ＝ｓｅｃ
２γ，则条

件式１
ｘ＋

１
ｙ＋

１
ｚ ＝２

转化为

ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ
２γ＝２，

即ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＋ｓｉｎ
２γ＝１ ①

待证不等式变形为

ｓｅｃ２α＋ｓｅｃ２β＋ｓｅｃ
２槡 γ

≥ ｔａｎ２槡 α＋ ｔａｎ２槡 β＋ ｔａｎ２槡 γ．

即 １
ｃｏｓ２α＋

１
ｃｏｓ２β

＋ １
ｃｏｓ２槡 γ≥

ｓｉｎα
ｃｏｓα＋

ｓｉｎβ
ｃｏｓβ

＋

ｓｉｎγ
ｃｏｓγ ②

注意到式 ①，对 ② 式用柯西不等式有

ｓｉｎα
ｃｏｓα＋

ｓｉｎβ
ｃｏｓβ

＋ｓｉｎγｃｏｓγ

≤ ｓｉｎ２α＋ｓｉｎ２β＋ｓｉｎ
２槡 γ

· １
ｃｏｓ２α＋

１
ｃｏｓ２β

＋ １
ｃｏｓ２槡 γ

＝ １
ｃｏｓ２α＋

１
ｃｏｓ２β

＋ １
ｃｏｓ２槡 γ

．

当且仅当ｓｉｎαｃｏｓα＝ｓｉｎβｃｏｓβ＝ｓｉｎγｃｏｓγ
即α＝β＝γ时，等号成立

故不等式 ② 成立．所以，原不等式得证．
从上面的几个例子可以看出，三角换元是一

种很重要的数学思想方法，它在代数问题中有着

广泛的应用．通常在遇到与圆，椭圆和双曲线方程

相似的代数式时，经常使用三角换元法，将复杂的

代数问题转化为三角问题，从而使问题简单明了．
掌握三角代换思想，可以顺利解决一些代数难题，
提高解题效率，一些看似无从下手的题目，若灵活

应用三角换元法求解，往往可以顺利求解．

参考文献：
［１］　 《中等数学》编辑部．初等 代 数［Ｍ］．浙 江：

浙江大学出版社．
［２］　 沈文选，张垚，冷岗松．奥林匹克中的代 数

问题［Ｍ］．湖南：湖南师范大学出版社．

（收稿日期：２０１８－０９－２６）
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另解一道２０１８年河北省竞赛题

陶兴红

（安徽省六安第二中学，２３７００５）

１．原题再现

２０１８年河北省高中竞赛题第８题是一道三角

形面积最值题，题目如下：
在 △ＡＢＣ中，ＡＣ＝３，ｓｉｎ　Ｃ＝ｋｓｉｎ　Ａ，（ｋ≥

２），则 △ＡＢＣ的面积的最大值为 ．
２．原解回顾

原解利用解析法得出点Ｂ的轨迹是一个阿波

罗尼斯圆，再利用圆的几何性质，数形结合，求得

△ＡＢＣ的面积的最大值的关于参数ｋ的函数表达

式，最后根据函数单调性质，最终得到 △ＡＢＣ 的

面积的最大值．
具体解法如下：
由 正弦定理将ｓｉｎ　Ｃ＝ｋｓｉｎ　Ａ变形为ｃ＝ｋａ，

其中ｃ，ａ为ＡＢ，ＢＣ的对边．
以线段ＡＣ所在直线为ｘ轴，以ＡＣ的中点Ｏ

为坐标 原 点 建 立 平 面 直 角 坐 标 系ｘＯｙ，则Ａ（－
３
２
，０），Ｃ（３２

，０），设Ｂ（ｘ，ｙ），由ｃ＝ｋａ得

（ｘ＋３２
）２＋ｙ槡 ２ ＝ｋ （ｘ－３２

）２＋ｙ槡 ２，

两边平方整理得

（ｋ２－１）ｘ２＋（ｋ２－１）ｙ２－（３ｋ２＋３）ｘ＋９４
（ｋ２

－１）＝０．
因为ｋ≥２，所以以上方程可化为ｘ２＋ｙ２－

３ｋ２＋３
ｋ２－１

ｘ＋９４ ＝０
，由 此 可 知 点Ｂ 的 轨 迹 是 以

（３（ｋ
２＋１）

２（ｋ２－１）
，０）为 圆 心，以ｒ＝ ３ｋ

ｋ２－１
为 半 径

的圆．
所以，当点Ｂ在圆上运动时，点Ｂ到ｘ轴的最大

距离为半径ｒ＝ ３ｋ
ｋ２－１

，所以 △ＡＢＣ的面积的最大

值为Ｓ＝ １２×３×
３ｋ
ｋ２－１＝

９ｋ
２（ｋ２－１）

（ｋ≥２）．

而Ｓ＝ ９ｋ
２（ｋ２－１）＝

９

２（ｋ－１ｋ
）

在ｋ≥２上单

调递减，所以Ｓｍａｘ＝ ９

２（２－１２
）
＝３．

即 △ＡＢＣ的面积的最大值为３．
３．解法新视角

笔者觉得原解不直接，不易想到．笔者想到一

种直接解法，即纯代数法，具体如下：
由已知得ｃ＝ｋａ，其中ｃ，ａ为ＡＢ，ＢＣ的对边．
由余弦定理得

ｃｏｓ　Ｂ＝
（ｋａ）２＋ａ２－３２
２ｋａ·ａ ＝

（ｋ２＋１）ａ２－９
２ｋａ２

，

ｓｉｎ２　Ｂ＝１－ｃｏｓ２　Ｂ

＝１－
［（ｋ２＋１）ａ２－９］２

４ｋ２　ａ４
，

Ｓ２ ＝ （１２ｋａ
２ｓｉｎ　Ｂ）２ ＝ １４ｋ

２　ａ４ｓｉｎ２　Ｂ

＝ １４ｋ
２　ａ４－１１６

［（ｋ２＋１）ａ２－９］２

＝－１１６
（ｋ２－１）２　ａ４＋９８

（ｋ２＋１）ａ２－８１１６

＝－ １
１６
（ｋ２ － １）２［ａ２ － ９（ｋ２＋１）

（ｋ２－１）２
］２

＋ ８１ｋ２
４（ｋ２－１）２

≤ ８１ｋ２
４（ｋ２－１）２

，

又因为ｋ≥２，所以Ｓ≤ ９ｋ
２（ｋ２－１）

．

而 ９ｋ
２（ｋ２－１）＝

９

２（ｋ－１ｋ
）

在ｋ≥２上单调递

减，所以

Ｓ≤ ９ｋ
２（ｋ２－１）＝

９

２（ｋ－１ｋ
）
≤ ９

２（２－１２
）

＝３．
所以，△ＡＢＣ的面积的最大值为３．

（收稿日期：２０１８－０７－１８）
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各式各样的目标函数

周羽骐 　 指导老师 　 杨春波

（河南省郑州外国语学校高二（１４）班，４５０００１）

线性规划问题是指在线性约束条件下求线性

目标函数的最大值或最小值的问题．但在各级各

类考试中，针对于此的考查却不拘泥于线性，有非

线性的约束条件，亦有非线性的目标函数，本文将

带领读者一起梳理各式各样的目标函数．
１．截距型目标函数

目标函数形如ｚ＝ａｘ＋ｂｙ．求这类目标函数

的最值时，常将ｚ＝ａｘ＋ｂｙ（ｂ≠０）转化为直线的

斜截式ｙ＝－ａｂｘ＋
ｚ
ｂ
，通过求截距ｚ

ｂ
的最值间接

求出ｚ的最值．

注意：当ｂ＞０时，截距ｚ
ｂ

与ｚ同时最大和最

小；当ｂ＜０时，两者的最值情况相反．
新的角度：ｚ＝ａｘ＋ｂｙ也可看作两个向量的

数量积．设 可 行 域 内 任 一 点Ｐ（ｘ，ｙ），定 点Ｑ（ａ，

ｂ），则ｚ＝ →ＯＰ· →ＯＱ，当 →ＯＰ在 →ＯＱ方向上的投影最

大（小）时，→ＯＰ· →ＯＱ最大（小），ｚ最大（小）．这也是

处理截距型（线性）目标函数的一个通法．
例 １　 若 变 量 ｘ，ｙ 满 足 约 束 条 件

ｙ≤ｘ，

ｘ＋ｙ≤１，

ｙ≥－１
烅
烄

烆 ，
且ｚ＝２ｘ＋ｙ的最大值和最小值分

别为ｍ，ｎ，则ｍ－ｎ等于 （　　）
（Ａ）５．　　 （Ｂ）６．　　 （Ｃ）７．　　 （Ｄ）８．
解　约束条件表示的平面区域如图１中阴影部

分，目标函数ｚ＝２ｘ＋ｙ＝（２，１）·（ｘ，ｙ），记 →ＯＱ＝
（２，１），→ＯＰ＝（ｘ，ｙ），Ｐ为可行域内一动点，则

ｚ　＝ →ＯＱ· →ＯＰ ＝｜ →ＯＱ｜｜ →ＯＰ｜ｃｏｓ∠ＰＯＱ

＝槡５｜ →ＯＰ｜ｃｏｓ∠ＰＯＱ，
其中 →ＯＰ　ｃｏｓ∠ＰＯＱ 表示 →ＯＰ 在 →ＯＱ 方 向 上

的投影．
由图１易知，当点Ｐ与点Ａ（－１，－１）重合

时，｜ →ＯＰ｜ｃｏｓ∠ＰＯＱ最小，ｚ最小，为２×（－１）＋
（－１）×１＝－３，即ｎ＝－３；当点Ｐ与点Ｂ（２，－
１）重合时，｜ →ＯＰ｜ｃｏｓ∠ＰＯＱ最大，ｚ最大，为２×

２＋（－１）×１＝３，即ｍ＝３．
所以ｍ－ｎ＝６，选（Ｂ）．

图１

　

图２
２．距离型目标函数

（１）形如ｚ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２，表示点（ｘ，ｙ）与原点

（０，０）的距离；

（２）形如ｚ＝ （ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）槡 ２，表示点

（ｘ，ｙ）与点（ａ，ｂ）的距离；
（３）形如ｚ＝ｘ２＋ｙ２，ｚ＝ｘ２＋ｙ２－２ａｘ－２ｂｙ

＋ａ２＋ｂ２＝（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２ 则表示相应距离

的平方；
（４）形如ｚ＝｜ａｘ＋ｂｙ＋ｃ｜，可变形为ｚ＝

ａ２＋ｂ槡 ２·｜ａｘ＋ｂｙ＋ｃ｜
ａ２＋ｂ槡 ２

（ａ，ｂ不同时为０），表示点

（ｘ，ｙ）到直线ａｘ＋ｂｙ＋ｃ＝０的距离的 ａ２＋ｂ槡 ２ 倍．

例２　 若实数ｘ，ｙ满足

ｘ＋２ｙ－４≤０，

ｘ－ｙ－１≤０，

ｘ≥１
烅
烄

烆 ，
则

ｚ＝｜ｘ－２ｙ＋１｜的最大值是 ．
解 　 不等式组表示的平面区域如图２所示，

ｚ＝｜ｘ－２ｙ＋１｜＝槡５·｜ｘ－２ｙ＋１　｜
槡５

，

其中 ｘ－２ｙ＋１
槡５

表示可行域内的点（ｘ，ｙ）

到直线ｘ－２ｙ＋１＝０的距离．

由图２可知，只需考察点Ａ（１，３２
）和Ｂ（１，０）

到直线ｘ－２ｙ＋１＝０的距离ｄＡ 和ｄＢ．
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由点到直线的距离公式，得ｄＡ ＝ １－３＋１
槡５

＝

１
槡５
，ｄＢ＝ １－０＋１

槡５
＝２
槡５
，ｄＡ＜ｄＢ，则当点（ｘ，ｙ）与

点Ｂ（１，０）重合时，ｚ最大，为 １－２×０＋１ ＝２．
３．斜率型目标函数

（１）形如ｚ＝ｙｘ
，表示点（ｘ，ｙ）与原点（０，０）

连线的斜率；

（２）形如ｚ＝ｙ－ｂｘ－ａ
，表示点（ｘ，ｙ）与点（ａ，ｂ）

连线的斜率；

（３）形如ｚ＝ｃｙ＋ｄａｘ＋ｂ
（ａｃ≠０），可变形为ｚ＝

ｃ
ａ
·
ｙ＋ｄｃ

ｘ＋ｂａ

，表示点（ｘ，ｙ）与点（－ｂａ
，－ｄｃ

）连线

斜率的ｃ
ａ

倍．

例３　 设实数ｘ，ｙ满足

ｘ－ｙ－２≤０，

ｘ＋２ｙ－５≥０，

ｙ－２≤０
烅
烄

烆 ，
则

ｚ＝ｙｘ ＋
ｘ
ｙ

的取值范围是 （　　）

（Ａ）［１３
，１０
３
］．　　　　 （Ｂ）［１３

，５
２
］．

（Ｃ）［２，５２
］． （Ｄ）［２，１０３

］．

解 　 令ｔ＝ｙｘ
，表示可行域内的点（ｘ，ｙ）与原

点连线的斜率，作出可行域（图略），可求得ｔ＝ｙｘ ∈

［１
３
，２］．

又ｚ＝ｔ＋１ｔ
，结合对勾函数的单调性可得ｚ

∈ ［２，１０３
］，选（Ｄ）．

例４　若实数ｘ，ｙ满足 ｘ－３ ≤ｙ≤１，则ｚ

＝２ｘ＋ｙｘ＋ｙ
的最小值为 （　　）

（Ａ）５３．
（Ｂ）２．

（Ｃ）３５．
（Ｄ）１２．

解 　因为ｘ≠０，ｚ＝２ｘ＋ｙｘ＋ｙ ＝
２＋ｙｘ

１＋ｙｘ

，令ｔ＝

ｙ
ｘ
，作出可行域（图略），可求得ｔ＝ｙｘ ∈

［０，１２
］．

因 此，ｚ ＝ ２＋ｔ１＋ｔ ＝
１＋ １

１＋ｔ ∈
［５
３
，２］，

选（Ａ）．
例 ５　 已 知 实 数 ｘ，ｙ 满 足

ｘ＋ｙ－３≤０，

ｘ－２ｙ－３≤０，

ｘ≥１
烅
烄

烆 ，
求ｚ＝２ｘ＋ｙ＋１ｘ＋ｙ

的取值范围．

解法１　 不等式组表示的平面区域如图３中阴

影部分，注意到ｘ＋ｙ≠０，故点（１，－１）应为空心点．

ｚ＝２ｘ＋ｙ＋１ｘ＋ｙ ＝
（ｘ＋ｙ）＋ｘ＋１

ｘ＋ｙ

＝１＋ｘ＋１ｘ＋ｙ
，

记ｔ＝ｘ＋１ｘ＋ｙ
，因为ｘ≥１，故

１
ｔ ＝

ｘ＋ｙ
ｘ＋１＝

（ｘ＋１）＋ｙ－１
ｘ＋１ ＝１＋ｙ－１ｘ＋１

，

其中ｙ－１
ｘ＋１

表 示 可 行 域 内 的 点（ｘ，ｙ）与 点

（－１，１）连线的斜率．

由 图３，易求得－１＜ｙ－１ｘ＋１≤
１
２
，则０＜１＋

ｙ－１
ｘ＋１≤

３
２
，即０＜１ｔ ≤

３
２
，得ｔ≥２３

，则ｚ＝１＋

ｔ的取值范围是［５
３
，＋∞）．

图３

　

图４

解 法 ２　 令
ｕ＝ｘ＋ｙ，

ｖ＝２ｘ＋ｙ＋１｛ ，
则

ｘ＝ｖ－ｕ－１，

ｙ＝２ｕ－ｖ＋１｛ ，
代入 原 不 等 式 组，得 实 数ｕ，ｖ

满足

ｕ－３≤０，

５ｕ－３ｖ＋６≥０，

ｖ－ｕ≥２
烅
烄

烆 ，
作出可行域如图４中阴影

部分，注意到ｕ≠０，故点（０，２）应为空心点．目标

函数变为ｚ＝ｖｕ
，表示可行域内的点（ｕ，ｖ）与原
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点连线的斜率，易得其范围是［５
３
，＋∞）．

４．曲线型目标函数

（１）如ｚ＝ｘｙ，可变形为ｙ＝ｚｘ
（ｘ≠０，ｚ≠

０），表示一系列反比例函数；

（２）如ｚ＝ｙ
１
ｘ，可变形为ｙ＝ｚｘ（ｚ＞０，且ｚ

≠１），表示底数为ｚ的一系列指数函数；

（３）如ｚ＝ｙ
２

ｘ
，可变形为ｙ２＝ｚｘ（ｚ≠０），表

示一系列焦点在ｘ轴上的抛物线；
（４）如ｚ＝ａｘ２＋ｂｙ２（ａ，ｂ为常数），可变形为

ｘ２
ｚ
ａ

＋ｙ
２

ｚ
ｂ

＝１，当ｚａ
与ｚ
ｂ

同正时，表示一系列离心

率相同的椭圆；当ｚ
ａ

与ｚ
ｂ

异号时，表示一系列离

心率相同的双曲线．

例６　 设实数ｘ，ｙ满足

２ｘ＋ｙ≤１０，

ｘ＋２ｙ≤１４，

ｘ＋ｙ≥６
烅
烄

烆 ，
则ｘｙ

的最大值为 （　　）

（Ａ）２５２．　　　
（Ｂ）４９２．

（Ｃ）１２． （Ｄ）１６．

图５

解 法１　 不 等 式

组表 示 的 平 面 区 域 如

图５中阴影部分，记ｚ
＝ｘｙ，显然，当ｚ最大

时，ｘ，ｙ均 为 正，则ｙ

＝ ｚｘ
表示一系列反比

例函数的图象（仅考虑

第一 象 限）．需 要 判 断

当反 比 例 函 数 的 图 象

过点（２，６）时ｚ较大，还是当反比例函数的图象与

直线２ｘ＋ｙ＝１０相切时ｚ较大．
对于前者：ｚ＝２×６＝１２；

对于后者：联立
ｙ＝ ｚｘ

，

２ｘ＋ｙ＝１０
烅
烄

烆 ，
得２ｘ２－１０ｘ

＋ｚ＝０，令Δ＝０得ｚ＝２５２．

综上，ｚ的最大值为２５
２
，选（Ａ）．

解法２　 因为要求ｘｙ的最大值，故可只考虑

正数ｘ，ｙ．由２ｘ＋ｙ≤１０得ｙ≤１０－２ｘ，由基本

不等式得

ｘｙ≤ｘ（１０－２ｘ）＝２ｘ（５－ｘ）

≤２（ｘ＋５－ｘ２
）２ ＝２５２

，

当且仅当
ｙ＝１０－２ｘ，

ｘ＝５－｛ ｘ
即
ｘ＝５２

，

ｙ＝
烅
烄

烆 ５
时等号成立．

经检验取等条件满足原不等式组，故ｘｙ的最

大值为２５
２．

例７　 已 知 ｘ，ｙ 的 二 元 一 次 不 等 式 组

ｘ＋２ｙ－１９≥０，

ｘ－ｙ＋８≥０，

２ｘ＋ｙ－１４≤０
烅
烄

烆 ，
则ｚ＝ｙ

１
ｘ 的取值范围是

（　　）

（Ａ）［１，３］． （Ｂ）［２，槡１０］．
（Ｃ）［２，９］． （Ｄ）［槡１０，９］．

图６

解 　 不等式组表示的平面区域如图６中阴影

部分，ｚ＝ｙ
１
ｘ 即ｙ＝ｚｘ（ｚ＞０，且ｚ≠１），表示一系列

底数为ｚ的指数函数，其图象与可行域有交点．

易得：当图象过点（３，８）时，ｚ最小，为８
１
３ ＝

２；当图象过点（１，９）时，ｚ最大，为９．
于是ｚ∈ ［２，９］．

例８　已知实数ｘ，ｙ满足

ｘ＋ｙ－４≤０，

ｙ－１≥０，

ｘ－１≥０
烅
烄

烆 ，
则

ｚ＝ｙ
２

ｘ
的最大值是 （　　）

（Ａ）１３．
（Ｂ）１．

（Ｃ）３． （Ｄ）９．
解法１　 不等式组表示的平面区域如图７中

阴影部分，ｚ＝ｙ
２

ｘ
即ｙ２＝ｚｘ，表示顶点为原点、焦
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点为（ｚ
４
，０）（ｚ＞０）、开口向右的一系列抛物线，

其通径长为ｚ．显然，当抛物线过点Ａ（１，３）时，开

口最大，通径最长，则ｚ最大，为３
２

１ ＝９
，选（Ｄ）．

图７

解法２　 由条件得１≤ｘ≤４－ｙ≤３，同理

１≤ｙ≤３，于是ｙ
２

ｘ≤
３２
１＝９

，当且仅当ｘ＝１，ｙ＝

３时取等号，故ｚ＝ｙ
２

ｘ
的最大值为９，选（Ｄ）．

例９　 设ｘ，ｙ满足约束条件

ｘ－３ｙ≥－２，

３ｘ－３ｙ≤４，

ｘ＋ｙ≥１
烅
烄

烆 ，
若

ｘ２＋９ｙ２≥ａ恒成立，则实数ａ的最大值为 ．
解 法１　由题意知，ａ≤（ｘ２＋９ｙ２）ｍｉｎ，则实数ａ

的最大值即为ｚ＝ｘ２＋９ｙ２ 的最小值．作出约束条件

表示的平面区域，如图８中阴影部分．ｚ＝ｘ２＋９ｙ２＞

０，即ｘ
２

ｚ＋
ｙ２
ｚ
９

＝１，表示一系列以原点为中心，长轴长

为２槡ｚ，离心率相同的椭圆．由图易知，当椭圆与直线

ｘ＋ｙ ＝１相 切 时，长 轴 长 最 短，ｚ 最 小．由

ｘ＋ｙ＝１，

ｚ＝ｘ２＋９ｙ２｛ ，
得１０ｘ２－１８ｘ＋９－ｚ＝０，令Δ＝０，

得ｚ＝ ９１０．
所以ｚ的最小值为９

１０
，即为ａ的最大值．

图８

　

图９

解法２　 令ｔ＝３ｙ，则 转 化 为 在 约 束 条 件

ｘ－ｔ≥－２，

３ｘ－ｔ≤４，

３ｘ＋ｔ≥
烅
烄

烆 ３

下寻求ｚ＝ｘ２＋９ｙ２＝ｘ２＋ｔ２ 的最

小值．新的可行域如图９中阴影部分，由图易知原

点到可行域内的点（ｘ，ｔ）的距离的最小值为原点

到直线３ｘ＋ｔ＝３的距离，为 ０－３
３２＋１槡 ２

＝ ３
槡１０

，则

ｚ的最小值为（３
槡１０
）２ ＝ ９１０

，即为ａ的最大值．

最后留几道题目供读者练习：

１．如果实数ａ，ｂ满足条件

ａ＋ｂ－２≥０，

ｂ－ａ－１≤０，

ａ≤１
烅
烄

烆 ，
则

ａ＋２ｂ
２ａ＋ｂ

的最大值是 ．

２．若实数ｘ，ｙ满足条件

ｘ≥０，

ｙ≥０，

４ｘ＋３ｙ≤１２
烅
烄

烆 ，
则ｚ

＝ｘ＋２ｙ＋３ｘ＋１
的取值范围是 ．

３．若实数ｘ，ｙ满足不等式组

ｘ＋３ｙ－３≤０，

ｘ－ｙ＋１≥０，

ｙ≥－１
烅
烄

烆 ，
则

ｚ＝２　ｘ ＋ｙ的取值范围为 （　　）
（Ａ）［－１，３］．　　　　 （Ｂ）［１，１１］．
（Ｃ）［１，３］． （Ｄ）［－１，１１］．

４．如果函数ｆ（ｘ）＝１２
（ｍ－２）ｘ２＋（ｎ－８）ｘ

＋１（ｍ≥０，ｎ≥０）在区间［１
２
，２］上单调递减，那

么ｍｎ的最大值为 （　　）
（Ａ）１６． （Ｂ）１８．

（Ｃ）２５． （Ｄ）８１２．

答案：１．７５
；　２．［３２

，１１］；

３．（Ｄ）；　（４）（Ｂ）．

（收稿日期：２０１８－０８－１６）
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解题后的发现与思考

宋 　 瑄 　 指导教师 　 杜重成

（福建省福州第三中学高二（７）班，３５０００１）

一、问题与思考

题目 　 如 图１，已 知Ｏ 为 △ＡＢＣ 的 重 心，

∠ＢＯＣ＝９０°，若ＡＢ·ＡＣ＝４ＢＣ２，则Ａ的大小为

．
这是我校周练上的一道解三角形题，当时难

住了不少同学，我和几个同学经过激烈的讨论、研
究，尝试了不同的切入点后，决定借助平面向量的

工具性特点，利用平面向量的数量积和平面向量

的线性运算来解决问题．找好突破口后，我就独立

地进行推理演算，于是得到了以下解法．

图１

　

图２

解法１　 连结ＡＯ并延长交ＢＣ于Ｄ，因为Ｏ
为 △ＡＢＣ 的 重 心，所 以Ｄ 为ＢＣ 的 中 点．所 以
→ＡＯ ＝２ →ＯＤ ，又 ∠ＢＯＣ＝９０°，Ｄ为ＢＣ 的中

点，所以ＤＯ ＝ＤＢ ＝ＤＣ＝ １２ＢＣ．

因为４ＢＣ２ ＝ＡＢ·ＡＣ，所以
→ＡＢ· →ＡＣ　＝ →ＡＢ · →ＡＣ ·ｃｏｓ　Ａ
＝４ →ＢＣ　２·ｃｏｓ　Ａ．
又 →ＡＢ· →ＡＣ＝ （→ＡＤ＋ →ＤＢ）·（→ＡＤ＋ →ＤＣ）

＝ →ＡＤ２　＋ →ＤＢ· →ＤＣ＋（→ＤＢ＋ →ＤＣ）· →ＡＤ
＝｜ →ＡＤ｜２－｜ →ＤＣ｜２

＝ （３　｜ →ＯＤ｜）２－｜ →ＯＤ｜２

＝８　｜ →ＯＤ｜２，
所以４　｜ →ＢＣ｜２·ｃｏｓ　Ａ＝８　｜ →ＯＤ｜２，即
４×（２　｜ →ＯＤ｜）２·ｃｏｓ　Ａ＝８　｜ →ＯＤ｜２，

所以ｃｏｓ　Ａ＝ １２
，所以Ａ＝６０°．

以上是我和几位同学讨论的结果，让我感到

了成功的快乐，更让我体会到了团队的合作力量，
第二天上课我们演示了解题成果，受到了老师、同
学们的肯定．

在老师讲评完这道题后，一位“学霸”也展示

了他的解法．
解法２　 设ＡＢ ＝ｍ，ＡＣ ＝ｎ，ＢＣ ＝ａ，由

ＢＣ２ ＝ＡＢ·ＡＣ可得ｍｎ＝４ａ２．
因为２ →ＡＤ＝ →ＡＢ＋ →ＡＣ，→ＢＣ＝ →ＡＣ－ →ＡＢ，两式平

方相加得，（２ →ＡＤ）２　＋ →ＢＣ２＝２（→ＡＢ２　＋ →ＡＣ２），即

４｜ →ＡＤ｜２＋｜→ＢＣ｜２＝２（｜ →ＡＢ｜２＋｜ →ＡＣ｜２） ①

因为∠ＢＯＣ＝９０°，所以ＡＤ＝３ＯＤ＝３２ＢＣ

＝３２ａ
，所以９ａ２＋ａ２＝２（ｍ２＋ｎ２），即ｍ２＋ｎ２＝

５ａ２，根据余弦定理可得，ｃｏｓ　Ａ＝ｍ
２＋ｎ２－ａ２
２ｍｎ ＝

４ａ２
８ａ２ ＝

１
２
，所以Ａ＝６０°．

这个解法受到了大家的好评，在惊叹之余，解
法中一个地方引起了我的思考：即解法中的 ① 式

就是平行四边形的一个重要性质：平行四边形的

对角线平方和等于两邻边平方和，于是我马上提

出了以下想法．
分析 　 由于本题中Ｏ为 △ＡＢＣ 的重心，连

结ＡＯ 并延长交ＢＣ于Ｄ，根据“平行四边形的对

角线平方和等 于 两 邻 边 平 方 和”，利 用 方 程 的 思

想，求出ＡＢ 与ＡＣ 的数量关系，再根据余弦定理

即可求得角Ａ．
解析３　 设ＡＢ＝ｍ，ＡＣ＝ｎ，ＢＣ＝ａ，由解

法２可得ｍ２＋ｎ２＝５ａ２，又ｍｎ＝４ａ２，两式联立看

成是关于“ｍ，ｎ的二元二次方程组”，由ｍｎ＝４ａ２

得ｎ＝４ａ
２

ｍ
，代入ｍ２＋ｎ２＝５ａ２，得ｍ２＋（４ａ

２

ｍ
）２＝

５ａ２，整理得ｍ４－５ａ２　ｍ２＋１６ａ４＝０，而判别式Δ＝
２５ａ４－４×１６ａ４ ＝－３９ａ４ ＜０，此方程无实数解，
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那么这样的三角形不存在．
这是为什么 呢？这 也 引 起 了 老 师 的 思 考．课

后，我们几位同学在老师的指导下，进行了研究，
决定借助几何画板，从实验角度予以论证．

二、实验论证

方案１　假设△ＡＢＣ满足条件：Ｏ为△ＡＢＣ
的重心，∠ＢＯＣ＝９０°，如图３和图４所示，以ＢＣ
为直径作半圆Ｄ（Ｄ为ＢＣ的中点），连结ＤＯ，并延

长至 Ａ，使 得ＯＡ ＝２ＤＯ，连 结 ＡＢ，ＡＣ，得 到

△ＡＢＣ．利 用 几 何 画 板 测 量 功 能，测 得ＡＢ，ＡＣ，

ＢＣ，并计算ＡＢ·ＡＣ
ＢＣ２

的值，发现ＡＢ·ＡＣ
ＢＣ２ ≤２．５，

于是满足条件ＡＢ·ＡＣ＝４ＢＣ２ 的三角形是不存

在的．

图３

　

图４

方案２　假设△ＡＢＣ满足ＡＢ·ＡＣ＝４ＢＣ２，
如图５所示，作出△ＡＢＣ的重心Ｏ，再作以ＢＣ为

直径的 圆Ｄ，发 现 点Ｏ在 圆Ｄ 外，即 ∠ＢＯＣ ＜
９０°，也就是△ＡＢＣ满足ＡＢ·ＡＣ＝４ＢＣ２，则不满

足Ｏ为 △ＡＢＣ的重心时 ∠ＢＯＣ＝９０°．

图５

于是，实验告诉我们满足条件的三角形是不

存在的，我们尝试给予证明．
三、推理证明

设ＡＢ·ＡＣ＝ｔＢＣ２，即ｍｎ＝ｔａ２，所以ｎ＝

ｔａ２
ｍ
，代入ｍ２＋ｎ２＝５ａ２，得ｍ２＋（ｔａ

２

ｍ
）２＝５ａ２，整

理得ｍ４－５ａ２　ｍ２＋ｔ２　ａ４＝０，由判别式Δ＝２５ａ４－

４·ｔ２　ａ４＝（２５－４ｔ２）ａ４≥０，解得ｔ２≤２５４
，即ｔ≤

５
２．

又ｃｏｓ　Ａ＝ｍ
２＋ｎ２－ａ２
２ｍｎ ＝４ａ

２

２ｔａ２ ＝
２
ｔ
，显然

０°＜Ａ＜９０°，所以０＜２ｔ＜１
，所以ｔ＞２，故２＜

ｔ≤ ５２．

于是我们得出了本题是一道错题的结论，我

们不仅发现了“错题”，而且错误的原因也被我们

从数学实验和逻辑推理给解释了．
四、感悟与反思

这是一次从未有过的解题经历和探 究 经 历，
让我们感受到了学习的快乐，也让我们体会到了

在解决数学问题时不要满足于“解完题”，要有所

思考、反思，这样才能立足一题，解决一类问题，才
能触类旁通，举一反三．

在老师的精心指导下，我们小组对本题作了

如下修正，并作了变式：
已知Ｏ为 △ＡＢＣ 的重心，∠ＢＯＣ ＝９０°，若

ＡＢ·ＡＣ＝ ５２ＢＣ
２，则 △ＡＢＣ的形状是 （　　）

（Ａ）等腰三角形．　　 （Ｂ）等边三角形．
（Ｃ）直角三角形． （Ｄ）等腰直角三角形．
变式１　已知Ｏ为△ＡＢＣ的重心，∠ＢＯＣ＝

９０°，若 ＡＢ ·ＡＣ ＝ ９
４ＢＣ

２，则 ｃｏｓ　Ａ 的 值

为 ．
变式２　已知Ｏ为△ＡＢＣ的重心，∠ＢＯＣ＝

９０°，若 ＡＢ ·ＡＣ ＝ｔＢＣ２，则ｔ的 取 值 范 围

是

变式３　在△ＡＢＣ中，内角Ａ，Ｂ，Ｃ的对边分

别为ａ，ｂ，ｃ，Ｄ是ＢＣ的中点，若ａ＝４，ＡＤ ＝ｃ－
ｂ，则 △ＡＢＣ的面积的最大值为 ．

（收稿日期：２０１８－０８－２０）
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例谈变量的挖掘与设立

庞振超 　 指导老师 　 褚人统

（浙江省天台中学高二（１５）班，３１７２００）

一眨眼，暑假要过去了，根据数学老师暑假作

业要求，笔者选择了以高一数学中动态背景的问

题为课题进行了研究，重点是对动态问题中主动

变量不明 显 时，如 何 找 出 隐 身、起 决 定 作 用 的 变

量，或合理地转换一下变量进行思考，进而对这样

的变量如何发现挖掘，或者说如何设立才比较好

且易于问题的解决，获得了一点体会．
据笔者对读高中一年来做过的试题、资料核

实与排查，有动态背景的试题以一元二次函数的

题型偏多，而主变量（主动点或主参数）不明确的

情况最为复杂，大多数同学是难于解决的．依笔者

的研究，可以把这些问题分为三类．
一、从关键的约束条件入手找变量

有些动态的问题，变化过程中的关键约束条

件很明显，那么，就在这个条件身上找突破口，以

期获得我们所需要的变量，对这个变量进行设立，
促使问题得到解决．

例１　 已知ｆ（ｘ）＝｜ｘ２＋２ｘ－１｜，设ａ＜ｂ
＜－１，且有ｆ（ａ）＝ｆ（ｂ）．试求ａｂ＋ａ＋ｂ的取值

范围．
解　设ａ２＋２ａ－１＝－ｂ２－２ｂ＋１＝ｔ，得ａ＋

１＝－ ｔ＋槡 ２，ｂ＋１＝－ ２　－槡 ｔ及ｔ∈（０，２），则
ａｂ＋ａ＋ｂ＝（ａ＋１）（ｂ＋１）－１

＝ ４－ｔ槡 ２－１∈ （－１，１）．

图１

解后思考 　 由图１，题中的关键条件是ｆ（ａ）

＝ｆ（ｂ），这是两个数的函数 值 相 等 的 条 件，所 以

我们就想使用 这 个 函 数 值（设 立 为ｔ）作 为 变 量，

进而找出这个ｔ的 变 化 范 围，把 目 标 转 化 为 关 于

这个ｔ的函数，任务是求这个函数的最大值．
二、从多个条件之间的联系物入手找变量

有些动态的问题，变化过程中的约束条件很

多，地位也平等，那么就在这多个条件之间找联系

物作突破口，以期获得我们所需要的变量．
例２　设二次函数ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ（ａ＞

ｂ＞ｃ），已知ｆ（１）＝０，且方程ｆ（ｘ）＝－ａ有解．
（Ⅰ）试证明ｆ（ｘ）在区间［０，＋∞）上为单调

递增函数；
（Ⅱ）设ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ｂｘ，则ｇ（ｘ）＝０有两个不

同的实根ｘ１、ｘ２，并求 ｘ１－ｘ２ 的取值范围．
解 　（Ⅰ）因为方程ｆ（ｘ）＝－ａ有解，所以方

程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＋ａ＝０有实根 Δ＝ｂ２－４ａ（ａ
＋ｃ）≥０．

因为ｆ（１）＝０，所以有ａ＋ｂ＋ｃ＝０，即ａ＋
ｃ＝－ｂ，又ａ＞ｂ＞ｃ，得ａ＞０且ｃ＜０．

所以，由Δ＝ｂ２－４ａ（ａ＋ｃ）＝ｂ（ｂ＋４ａ）＝
ｂ（３ａ－ｃ）≥０得出ｂ≥０，从而二次函数ｆ（ｘ）的

图象的对称轴直线ｘ＝－ｂ２ａ≤０
，所以ｆ（ｘ）在区

间［０，＋∞）上为单调递增函数．
（Ⅱ）根据题意，方程ａｘ２＋２ｂｘ＋ｃ＝０中，Δ

＝４ｂ２－４ａｃ＞０，所以ｘ１、ｘ２ 是方程ａｘ２＋２ｂｘ＋
ｃ＝０的两个不同实根，

ｘ１－ｘ２ ＝ 槡Δａ ＝ ４（ｃａ ＋
１
２
）２＋槡 ３．

由ａ＞ｂ＝－（ａ＋ｃ）得出ｃ
ａ ＞－２

，又ａ＋ｃ

＝－ｂ≤０得出ｃ
ａ ≤－１

，这样ｃ
ａ ∈

（－２，－１］，即

（ｃ
ａ ＋

１
２
）２ ∈ ［１４

，９
４
），所 以｜ｘ１－ｘ２｜∈ ［２，

槡２　３）．
解后思考 　 这里 有 三 个 平 等 的 条 件：ａ＞ｂ

＞ｃ、ｆ（１）＝０、ｆ（ｘ）＝－ａ有解．等价转换后为：ａ
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＞ｂ＞ｃ、ａ＋ｂ＋ｃ＝０、Δ＝ｂ２－４ａ（ａ＋ｃ）≥０；
由于等式条件作用是方程作用、消元作用，再结合

第三个条件，ｂ成为中间量，也是关键联系物就浮

出 水 面 了，这 样，结 合 ｘ１－ｘ２ ＝ 槡Δ
ａ ＝

４（ｃａ ＋
１
２
）２＋槡 ３引出了消去ｂ的方法，把ｃ

ａ
整

体做变量，难度就降下来了．
三、从模糊的条件中筛选出变量来

有些动态的问题，变化过程中的约束条件是

很模糊或隐蔽的，那么，就要在这模糊、隐蔽的条

件中发现一些蛛丝马迹或抓住一些特征，寻找变

量，转化问题．
下面一题笔者把它放在班级同学群 里 征 解，

收集到了八种解法，其中用设立变量转为求函数

值域的方法有 两 种，别 的 方 法 都 是 寻 找 参 数ａ、ｂ
的约束条件，根据条件使用不等式确定范围，后检

验上界值是不是最大值．
例３　 已知函数ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ａｘ＋ｂ在区间

［０，１］内存在零点，则ａｂ的最大值为 ．
分析一 　 这是个含有双元参数的二次函数，

即区间［０，１］中 的 每 一 个 点 都 可 能 是 它 的 零 点，
那么，是否可以建立ａｂ与这个零点ｘ０的函数关系

呢？

解法一 　 设这个零点ｘ０ ∈ ［０，１］，则ａｂ＝

ａ（－ｘ２０－ａｘ０）＝－ａ（ｘ０＋ａ２
）２＋ａ

２

４
；把ｘ０ 看成变

量，去求ａｂ的最大值，这样，根据－ａ２
与区间［０，

１］的位置关系、结合二次项系数－ａ，就要作如下

讨论讨论．

记ｈ（ｘ０）＝－ａ（ｘ０＋ａ２
）２＋ａ

２

４．

（１）当－ａ２ ＜０
，即ａ＞０时，二次函数ｈ（ｘ）

开口向下，故（ａｂ）ｍａｘ＝ｈ（０）＝０；

（２）当－ａ２ ＝０
，即ａ＝０时，ａｂ＝０；

（３）当－ａ２≥１
，即ａ≤－２时，二次函数ｈ（ｘ）

开口向上，故（ａｂ）ｍａｘ＝ｈ（０）＝０；

（４）当０＜－ａ２＜１
，即－２＜ａ＜０时，二次

函数ｈ（ｘ）开口向上，故（ａｂ）ｍａｘ＝ｍａｘ｛０，－ａ２－

ａ｝≤１４
，等号成立当且仅当ａ＝－１２

且ｘ０＝１，得

ｂ＝－１２．

综上：ａｂ的最大值为１
４．

解后思考 　 零点ｘ０ 与目标出现的参数ａ、ｂ
的关系看起来比较远，一般同学是想不到的，用零

点ｘ０ 做变量是个大胆的想法．
分析二 　 再看“函数ｆ（ｘ）＝ｘ２＋ａｘ＋ｂ在

区间［０，１］内存在零点”意思可知：ａ∈Ｒ且ｂ∈
Ｒ，另一个零点范围也是Ｒ．能否利用这个资源呢？

解法二 　 设方程ｘ２＋ａｘ＋ｂ＝０的两根为

ｘ１∈［０，１］、ｘ２∈Ｒ，这里有可能ｘ２＝ｘ１，则ｘ１＋
ｘ２ ＝－ａ，ｘ１·ｘ２ ＝ｂ，所以

ａｂ＝ （－ｘ１）·ｘ２２＋（ｘ２１）·ｘ２．
在这个关系式子中，把ａｂ看成是变量ｘ２（ｘ２

∈Ｒ）的二次函数，ｘ１ 是系数了，则

ａｂ≤ －
（ｘ２１）２

４（－ｘ１）＝
ｘ３１
４ ≤

１
４
，

等 号 成 立 当 且 仅 当：ｘ１ ＝ １ 且 ｘ２ ＝－
ｘ２１

２（－ｘ１）＝－
ｘ１
２ ＝－

１
２
，此时ａ＝ｂ＝－１２．

故ａｂ的最大值为１
４．

解后思考 　 认识到另一个零点ｘ２ 的范围是

Ｒ，思维的空间就开阔了许多；把目标出现的参数

ａ、ｂ转化为两个零点去思考是难得的突破．
关于主变量不明确的动态背景的试题，主元

或变量从无到有、从模糊到清楚的建构过程是十

分复杂的，新元的范围考虑也是很费力的，其解法

远不是本文三言两语能一步概括到位的，需要读

者自己去多多领悟总结的．限于篇幅把主要事儿

说一下，就说到这儿了！

（收稿日期：２０１８－０９－０２）
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一道课本习题的背景与应用

常宇阳 　 指导老师 　 何 　 睦

（江苏省张家港市常青藤实验中学高三（２）班，２１５６００）

一、问题的提出

苏教版教材必修５第１０２页有这样一道习题：
如图１，有一壁画，最高点Ａ处离地面４ｍ，最

低点Ｂ处离地面２ｍ．若从离地面１．５ｍ的Ｃ处

观赏它，则离墙多远时，视角θ最大？

图１

学完两角和差的三角函数公式和基本不等式

之后，这个问题不难解决．
解析 　 如图１所示，作ＣＤ ⊥ＡＢ于点Ｄ，设

∠ＡＣＤ ＝α，∠ＢＣＤ ＝β，当ＣＤ ＝ｘ时，ｔａｎα＝
２．５
ｘ
，ｔａｎβ＝

０．５
ｘ
，所以

ｔａｎθ＝ｔａｎ（α－β）＝
ｔａｎα－ｔａｎβ
１＋ｔａｎα·ｔａｎβ

＝ ２

ｘ＋１．２５ｘ

，

由基本不等式得 ２

ｘ＋１．２５ｘ

≤ 槡２　５
５
（当且仅当

ｘ　＝槡５２ 时等号成立）．

即当人离墙槡５
２ｍ

时，视角θ最大．

当我把自己的解答拿给何老师后，何老师说

我的解法很不错，并且还告诉我这个问题有它的

历史背景，最早是由德国数学家米勒提出的，因此

也被称 为 是 米 勒 问 题，也 可 称 为 最 佳 视 角 问 题．
本题是米勒 问 题（最 佳 视 角 问 题）的 一 种 具 体 表

现形式．何老师还建议我去查阅相关资料，了解米

勒问题，并对试题中出现的最佳视角问题做一个

简单的汇总，整理成文，这正是促成我写作本文的

重要原因．
二、问题的背景

米勒（Ｊｏｈａｎｎｅｓ　Ｍｉｌｌｅｒ），德国数学家，曾在莱

比锡、维 也 纳 学 习 天 文 学 和 三 角 学，１４８６年 至

１４７１年在维也 纳 大 学 任 教 授．１４７１年 定 居 纽 伦

堡，从事天文学研究．米勒对三角学作出了贡献．
大约在１４６１年至１４６４年间，他写成《论三角》一

书，书中给出了有关球面三角学的正弦定理、余弦

定理，计算了三角函数表，相当精确．他的这些工

作使三角学脱离天文学而成为一门独立的学科．
另外，米勒在研究几何时采用了代数方法，这在当

时也是别具一格的．
１４７１年，米勒向诺德尔（Ｃｈｒｉｓｔｉａｎ　Ｒｏｄｅｒ）教

授提出一个十分有趣的问题：在地球表面的什么

部位，一根垂直的悬杆呈现最长（即在什么部位，
可见角为最大？）

米勒的家乡哥尼斯堡把这个问题称为雷奇奥

莫塔努 斯（Ｒｅｑｉｏｍｏｎｔａｎｕｓ）极 大 值 问 题，该 问 题

被收录在《１００个著名初等函数问题—历史和解》
一书中．值得一提的是，这是载入数学史的第一

个极值问题．
米勒问题在我们的试题中频频亮相，常常与

解析几何、平面几何和实际应用问题相结合．以

下通过列举相关试题加以举例说明．
三、以米勒问题为背景的平面几何问题

例１　 如图２，摩天轮的半径ＯＡ 为５０ｍ，它
的最低点Ａ距地面的高度忽略不计．地面上有一

长度为２４０ｍ的景观带ＭＮ，它与摩天轮在同一

竖直平面内，且ＡＭ ＝６０ｍ．点Ｐ从最低点Ａ 处

按逆时针方向转动到最高点Ｂ处，记∠ＡＯＰ＝θ，

θ∈ （０，π）．

（１）当θ＝２π３
时，求点Ｐ距地面的高度ＰＱ；

（２）试确定θ的值，使得∠ＭＰＮ 取得最大值．
解析 　（１）由题意得：ＰＱ ＝５０－５０ｃｏｓθ．
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图２

当θ＝２π３
时，ＰＱ ＝５０－５０ｃｏｓ２π３ ＝７５ｍ．

（２）由 题 意 得：ＡＱ ＝５０ｓｉｎθ ，ＭＱ ＝６０－
５０ｓｉｎθ，ＮＱ ＝３００－５０ｓｉｎθ．

由（１）得：ＰＱ ＝５０－５０ｃｏｓθ，所以

ｔａｎ∠ＮＰＱ ＝ＮＱＰＱ ＝
６－ｓｉｎθ
１－ｃｏｓθ

，

ｔａｎ∠ＭＰＱ ＝ＭＱＰＱ ＝
６－５ｓｉｎθ
５－５ｃｏｓθ

．

所以

ｔａｎ∠ＭＰＮ ＝ｔａｎ（∠ＮＰＱ－∠ＭＰＱ）

＝ ｔａｎ∠ＮＰＱ－ｔａｎ∠ＭＰＱ
１＋ｔａｎ∠ＮＰＱ·ｔａｎ∠ＭＰＱ

＝

６－ｓｉｎθ
１－ｃｏｓθ－

６－５ｓｉｎθ
５－５ｃｏｓθ

１＋６－ｓｉｎθ１－ｃｏｓθ×
６－５ｓｉｎθ
５－５ｃｏｓθ

＝ １２（１－ｃｏｓθ）
２３－１８ｓｉｎθ－５ｃｏｓθ

．

令ｇ（θ）＝ １２（１－ｃｏｓθ）
２３－１８ｓｉｎθ－５ｃｏｓθ

，θ∈ （０，π），则

ｇ′（θ）＝１２×１８
（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ－１）

（２３－１８ｓｉｎθ－５ｃｏｓθ）２
，θ∈（０，π）．

令ｇ′（θ）＝０，得ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ－１＝０，解得θ＝
π
２．

当θ∈（０，π２
）时，ｇ′（θ）＞０，ｇ（θ）为增函数；

当θ∈（π２
，π）时，ｇ′（θ）＜０，ｇ（θ）为减函数，所

以，当θ＝ π２
时，ｇ（θ）有极大值，为最大值．

因为０＜ ∠ＭＰＱ＜ ∠ＮＰＱ＜ π２
，所以０＜

∠ＭＰＮ ＜ π２
，所以，当ｇ（θ）＝ｔａｎ∠ＭＰＮ 取得

最大值时，∠ＭＰＮ 取得最大值．

综上，当θ＝ π２
时，∠ＭＰＮ 取得最大值．

四、以米勒问题为背景的解析几何问题

例２　已知椭圆的中心在坐标原点，焦点Ｆ１，
Ｆ２ 在ｘ轴上且焦距为２ｃ，Ａ１，Ａ２ 为左右顶点，左

准 线ｌ与ｘ轴的交点为Ｍ，ＭＡ２∶Ａ１Ｆ１＝６∶１，若

点Ｐ 在 直 线ｌ 上 运 动，且 离 心 率ｅ＜ １
２
，则

ｔａｎ∠Ｆ１ＰＦ２ 的最大值为 ．
解析 　 由 题 意 得：Ｆ１（－ｃ，０），Ｆ２（ｃ，０），Ａ１

（－ａ，０），Ａ２（ａ，０），直线ｌ的方程为ｘ ＝－ａ
２

ｃ
，由

此Ｍ（－ａ
２

ｃ
，０）．所以ＭＡ２＝ａ＋ａ

２

ｃ
，Ａ１Ｆ１＝ａ－ｃ，

Ｆ２Ｍ ＝ｃ＋ａ
２

ｃ
，Ｆ１Ｍ ＝－ｃ＋ａ

２

ｃ．

根据题意ａ＋ａ
２

ｃ＝６
（ａ－ｃ），解得ａ＝２ｃ或ａ＝３ｃ．

因为离心率ｅ＜ １２
，所以ａ＝３ｃ．

设ＰＭ ＝ｘ，∠Ｆ１ＰＦ２＝θ，∠Ｆ１ＰＭ ＝α，ｔａｎ

α＝

ａ２
ｃ－ｃ

ｘ
，ｔａｎ（θ＋α）＝

ｃ＋ａ
２

ｃ
ｘ

，因此

ｔａｎθ＝ｔａｎ［（θ＋α）－α］＝ ２ｃ

ｘ＋８０ｃ
２

ｘ

≤ ２ｃ
槡８　５ｃ
＝槡５２０

，

当且仅当ｘ＝１时等号成立．

所以，当ｘ＝１时ｔａｎθ取得最大值槡５
２０．

变式　在平面直角坐标系ｘＯｙ中，Ａ，Ｂ为ｘ
轴正半轴上的两个动点，Ｐ（异于原点Ｏ）为ｙ轴上

的一个定点．若以ＡＢ 为直径的圆与圆ｘ２＋（ｙ－
２）２＝１相外切，且∠ＡＰＢ的大小恒为定值，则线

段ＯＰ 的长为 ．
解析　设ＯＰ＝ｙ，设ＡＢ的中点Ｃ的坐标为

Ｃ（ｘ，０），设ＡＢ 为直径的圆的半径为ｒ．
由题 意 得ｘ２ ＋４＝ （ｒ＋１）２，不 妨 再 令

∠ＡＰＢ＝θ，∠ＡＰＯ＝α，由此∠ＢＰＯ＝α＋θ．所

以ｔａｎα＝ｘ－ｒｙ
，ｔａｎ（θ＋α）＝ｘ＋ｒｙ

，所以

ｔａｎθ＝ｔａｎ［（θ＋α）－α］＝ ２ｒｙ
ｙ２＋２ｒ－３

＝ ２ｙ
ｙ２－３
ｒ ＋２

．

因为无论ＡＢ 在何处，∠ＡＰＢ 的大小恒为定

值，所以ｔａｎθ的值与半径ｒ无关，所以ｙ２＝３，即

ｙ　＝槡３，线段ＯＰ 的长为槡３．
五、以米勒问题为背景的实际应用问题

实际上，苏教版教材必修５第１０２页呈现的

问题就是以米勒问题为背景的实际应用问题，以

下我再举一例说明．
（下转封四）
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问 题 征 解

编者按：本栏目精选适合高中学生的有趣、实
用、新颖、灵巧、深浅适度、富有启发性的题目进行

征解，使其成为启迪思维、开发智力的小智囊．该

栏目面向广大读者征集问题，问题的选题范围不

做限制，但难度应适当控制，适宜高中学生解答．
欢迎自编新问题，也可以在现有问题基础上进行

改编，提供试题时请注明来源，并请附上解题思路

分析和详细解答．
每期问题 征 解 时 间 为５０天，欢 迎 广 大 读 者

（尤其是高中学生）踊跃提供解答，提供解答时请

标明题号．本刊隔两期刊登供题者或读者提供的

解答和有价值的推广，并公布前五位（按来稿时间

顺序）提供正确解答的读者名单．
提供问题或回答问题时，请发送到电子邮箱：

ｓｈｘｔｘｘｕｅｓｈ＠１６３．ｃｏｍ．

２０１８年第１１期问题解答

来稿回答２０１８年第１１期问题的前五位读者

是：浙江省象山中学 　 杨育池；安徽省六安第二

中学 　 陶 兴 红；河 南 省 南 阳 师 范 学 院 软 件 学 院

２０１７级９班　李居之　孙文雪；安徽省安庆市岳

西县汤池中学 　 杨续亮、苏岳祥；安徽省安庆市

第一中学高三（１５）班 　 刘毅．限于篇幅，仅选登

部分优秀解答，供读者参考．

３７１．若ａ，ｂ，ｃ∈（０，３２
），且ａ２ｂ＋２ｂ２ｃ＋２ｃ２　ａ

＝５，求Ｐ＝ ｂ
３－２ａ＋

２ｃ
３－２ｂ＋

２ａ
３－２ｃ

的最小值．

（２３７００５　 安 徽 省 六 安 第 二 中 学 　 陶 兴 红

　 供题）
解法１　（２４６７００　　 安 徽 省 枞 阳 县 宏 实 中

学 　 江保兵 　 提供）

ｘ∈ （０，３２
），有

０＜３ｘ２－２ｘ３ ＝ｘ·ｘ·（３－２ｘ）

≤ （ｘ＋ｘ＋３－２ｘ３
）３ ＝１，

又ａ，ｂ，ｃ∈（０，３２
），所以０＜３ａ２－２ａ３≤１，

０＜３ｂ２－２ｂ３ ≤１，０＜３ｃ２－２ｃ３ ≤１，所以

Ｐ＝ ｂ
３－２ａ＋

２ｃ
３－２ｂ＋

２ａ
３－２ｃ

＝ ａ２ｂ
３ａ２－２ａ３＋

２ｂ２ｃ
３ｂ２－２ｂ３＋

２ｃ２　ａ
３ｃ２－２ｃ３

≥ａ２ｂ＋２ｂ２ｃ＋２ｃ２　ａ＝５．
即Ｐ的最小值为５，当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ＝１

时等号成立．
解法２　（２４６００４　 安 徽 省 安 庆 市 第 一 中 学

高二（３）班 　 方恒甲 　 提供）

设ｆ（ｘ）＝３ｘ２－２ｘ３，ｘ∈ （０，３２
），则ｆ′（ｘ）

＝６ｘ－６ｘ２ ＝６ｘ（１－ｘ）．
令ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ＝１．当ｘ∈ （０，１）时，

ｆ′（ｘ）＞０，函数ｆ（ｘ）单调递增；当ｘ∈ （１，３２
）

时，ｆ′（ｘ）＜０，函 数ｆ（ｘ）单 调 递 减．所 以 函 数

ｆ（ｘ）的最大值为ｆ（１）＝１，故ｆ（ｘ）≤１．

又易知：当ｘ∈（０，３２
）时，ｆ（ｘ）＝３ｘ２－２ｘ３

＝ｘ２（３－２ｘ）＞０，所以０＜ｆ（ｘ）≤１．

于是，当ａ，ｂ，ｃ∈ （０，３２
）时，均有０＜３ａ２－

２ａ３ ≤１，０＜３ｂ２－２ｂ３≤１，０＜３ｃ２－２ｃ３≤１，因
此

Ｐ＝ ｂ
３－２ａ＋

２ｃ
３－２ｂ＋

２ａ
３－２ｃ

＝ ａ２ｂ
３ａ２－２ａ３＋

２ｂ２ｃ
３ｂ２－２ｂ３＋

２ｃ２　ａ
３ｃ２－２ｃ３

≥ａ２ｂ＋２ｂ２ｃ＋２ｃ２　ａ＝５．
故当ａ＝ｂ＝ｃ＝１时，Ｐ的最小值为５．
３７２．已知：当ｘ∈［１，４］时，不等式０≤ａｘ３＋

ｂｘ２＋４ａ≤４ｘ２ 恒成立．求ａ＋ｂ的最大值和最小

值．
（４３５２００　湖北省阳新县高级中学　邹生书

　 供题）
解法１　（４３００２２　 湖 北 省 武 汉 外 国 语 学 校

高三（３）班 　 王思睿 　 提供）
原不等式可化为－２ｘ２≤ａｘ３＋（ｂ－２）ｘ２＋

４ａ≤２ｘ２，当ｘ∈ ［１，４］时，即

－２≤ａ（ｘ＋４ｘ２
）＋ｂ－２≤２．

设ｆ（ｘ）＝ｘ＋４ｘ２
，ｘ∈ ［１，４］，则ｆ′（ｘ）＝１

－８ｘ３．
易知：当ｘ∈ ［１，２］时，ｆ′（ｘ）＜０，ｆ（ｘ）单
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调递减；当ｘ∈［２，４］时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ（ｘ）单调递

增．所 以，［ｆ（ｘ）］ｍｉｎ ＝ｆ（２）＝３，［ｆ（ｘ）］ｍａｘ ＝

ｍａｘ｛ｆ（１），ｆ（４）｝＝ｍａｘ｛５，１７４
｝＝５．所 以３≤

ｆ（ｘ）≤５．
（１）若ａ＝０，则可得０≤ｂ≤４，所以０≤ａ＋

ｂ≤４；
（２）若ａ＞０，则有

５ａ＋ｂ－２≤２，

３ａ＋ｂ－２≥－２｛ ，
即
５ａ＋ｂ≤４，

３ａ＋ｂ≥０｛ ，
从而可得

ａ＋ｂ＝２（３ａ＋ｂ）－（５ａ＋４）≥－４．
（３）若ａ＜０，则有

３ａ＋ｂ－２≤２，

５ａ＋ｂ－２≥－２｛ ，
即
３ａ＋ｂ≤４，

５ａ＋ｂ≥０｛ ，
从而可得ａ＋ｂ＝２（３ａ＋ｂ）－（５ａ＋４）≤８．
故ａ＋ｂ的最大值为８（当ａ＝－２，ｂ＝１０时

取得），最小值为－４（当ａ＝２，ｂ＝－６时取得）．
解法２　（２４６００４　 安 徽 省 安 庆 市 第 一 中 学

高三（１５）班 　 刘毅 　 提供）

由已知得不等式０≤ａ（ｘ＋４ｘ２
）＋ｂ≤４对

ｘ∈ ［１，４］恒成立．

设ｆ（ｘ）＝ａ（ｘ＋４ｘ２
）＋ｂ，ｘ∈［１，４］，对其求

导得ｆ′（ｘ）＝ａ
（ｘ－２）（ｘ２＋２ｘ＋４）

ｘ３ ．

① 当ａ＝０时，ｆ（ｘ）＝ｂ∈ ［０，４］，所以ａ＋
ｂ∈ ［０，４］；

② 当ａ＞０时，ｆ（ｘ）在［１，２］上单调递减，在
［２，４］上单调递增，则ｆ（ｘ）的最大值为ｆ（１）＝
５ａ＋ｂ≤４，最小值为ｆ（２）＝３ａ＋ｂ≥０，于是ａ
＋ｂ＝５ａ＋ｂ－４ａ＜５ａ＋ｂ≤４，ａ＋ｂ＝２（３ａ＋
ｂ）－（５ａ＋ｂ）≥０－４＝－４；

③ 当ａ＜０时，ｆ（ｘ）在［１，２］上单调递增，在
［２，４］上单调递减，则ｆ（ｘ）的最大值为ｆ（２）＝
３ａ＋ｂ≤４，最小值为ｆ（１）＝５ａ＋ｂ≥０，于是ａ
＋ｂ＝５ａ＋ｂ－４ａ＞５ａ＋ｂ≥０，ａ＋ｂ＝２（３ａ＋
ｂ）－（５ａ＋ｂ）≤２×４－０＝８．

综上所述，ａ＋ｂ的最大值为８，此时３ａ＋ｂ＝４，

５ａ＋ｂ＝０，即ａ＝－２，ｂ＝１０；ａ＋ｂ的最小值为－４，
此时３ａ＋ｂ＝０，５ａ＋ｂ＝４，即ａ＝２，ｂ＝－６．

３７３．已知实数ａ，ｂ，ｃ满足
３
槡ａ＋

３
槡ｂ＋

３
槡ｃ＝０，且

（７ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ＋７ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ＋７ｃ）≠０，试判断

Ｍ＝ ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＋

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＋

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ

是否为

定值，并说明理由．
（３１８０１５　 浙江省台州市洪家中学　邬天泉　

供题）
解法１　（２３７００５　 安徽省六安第二中学 　

陶兴红 　 提供）

设
３
槡ａ＝ｍ，

３
槡ｂ＝ｎ，

３
槡ｃ＝ｐ，则ａ＝ｍ３，ｂ＝ｎ３，

ｃ＝ｐ３，ｍ＋ｎ＋ｐ＝０，
因此ｍ３＋ｎ３＋ｐ３ ＝３ｍｎｐ，

ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＝

ｍ３
７ｍ３＋ｎ３＋ｐ３

＝ ｍ３
７ｍ３＋（ｎ＋ｐ）（ｎ２－ｎｐ＋ｐ２）

＝ ｍ３
７ｍ３－ｍ（ｎ２－ｎｐ＋ｐ２）

＝ ｍ２
７ｍ２－（ｎ２－ｎｐ＋ｐ２）

＝ ｍ２
７ｍ２－［（ｎ＋ｐ）２－３ｎｐ］

＝ ｍ２
６ｍ２＋３ｎｐ

．

同理可得

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＝

ｎ２
６ｎ２＋３ｍｐ

，

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ＝

ｐ２
６ｐ２＋３ｍｎ

，

所以

Ｍ ＝ ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＋

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＋

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ

＝ ｍ２
６ｍ２＋３ｎｐ

＋ ｎ２
６ｎ２＋３ｍｐ

＋ ｐ２
６ｐ２＋３ｍｎ

＝ １３
（ ｍ２
２ｍ２＋ｎｐ

＋ ｎ２
２ｎ２＋ｍｐ

＋ ｐ２
２ｐ２＋ｍｎ

）

＝ １
３（２ｍ２＋ｎｐ）（２ｎ２＋ｍｐ）（２ｐ２＋ｍｎ）

·

［ｍ２（２ｎ２＋ｍｐ）（２ｐ２＋ｍｎ）＋ｎ２（２ｍ２ ＋
ｎｐ）（２ｐ２ ＋ ｍｎ）＋ｐ２（２ｍ２ ＋ｎｐ）（２ｎ２

＋ｍｐ）］

＝ １
３（２ｍ２＋ｎｐ）（２ｎ２＋ｍｐ）（２ｐ２＋ｍｎ）

·

［１２ｍ２ｎ２　ｐ２＋ｍｎｐ（ｍ３＋ｎ３＋ｐ３）＋４（ｍ３ｎ３

＋ｎ３　ｐ３＋ｍ３　ｐ３）］

＝ １
３（２ｍ２＋ｎｐ）（２ｎ２＋ｍｐ）（２ｐ２＋ｍｎ）

·

［１５ｍ２ｎ２　ｐ２＋４（ｍ３ｎ３＋ｎ３　ｐ３＋ｍ３　ｐ３）］，
又（２ｍ２＋ｎｐ）（２ｎ２＋ｍｐ）（２ｐ２＋ｍｎ）
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＝９ｍ２　ｎ２　ｐ２＋２ｍｎｐ（ｍ３＋ｎ３＋ｐ３）＋４（ｍ３　ｎ３

＋ｎ３　ｐ３＋ｍ３　ｐ３）

＝１５ｍ２　ｎ２　ｐ２＋４（ｍ３　ｎ３＋ｎ３　ｐ３＋ｍ３　ｐ３），

所以Ｍ ＝ １３
，为定值．

解法２　（３１５７００　 浙江省象山中学 　 杨育

池 　 提供）

因为ａ，ｂ，ｃ满足
３
槡ａ＋

３
槡ｂ＋

３
槡ｃ＝０，由题意知ａ，

ｂ，ｃ至多有一数为０．
当ａ，ｂ，ｃ中一数为０时，则 另 两 数 互 为 相 反

数，故Ｍ ＝ １６＋
１
６ ＝

１
３．

当ａｂｃ≠０时，则由
３
槡ａ＋

３
槡ｂ＋

３
槡ｃ＝０，可得ａ＋

ｂ＋３
３
槡ａｂ（

３
槡ａ＋

３
槡ｂ）＝－ｃ，即ａ＋ｂ＋ｃ＝３

３
槡ａｂｃ，

故
３
ａ２槡ｂｃ＋

３
ｂ２槡ｃａ＋

３
ｃ２槡ａｂ＝３．

又（７ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ＋７ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ＋７ｃ）≠０，

则（６ａ＋３
３
槡ａｂｃ）（６ｂ＋３

３
槡ａｂｃ）（６ｃ＋３

３
槡ａｂｃ）≠

０，即

（
３
ａ２槡ｂｃ＋１２）（

３
ｂ２槡ｃａ＋１２）（

３
ｃ２槡ａｂ＋１２）≠０．

记
３
ａ２槡ｂｃ＝ｕ，

３
ｂ２槡ｃａ＝ｖ，

３
ｃ２槡ａｂ＝ｗ，则ｕ＋ｖ＋

ｗ＝３，ｕｖｗ ＝１，故
１

２ｕ＋１＋
１

２ｖ＋１＋
１

２ｗ＋１

＝ ２（ｕ＋ｖ＋１）
４ｕｖ＋２（ｕ＋ｖ）＋１＋

１
２ｗ＋１

＝ ２（４－ｗ）
４
ｗ＋２

（３－ｗ）＋１
＋ １
２ｗ＋１

＝ ２ｗ（４－ｗ）
４＋７ｗ－２ｖ２＋

１
２ｗ＋１

＝ ２ｗ（４－ｗ）
（１＋２ｗ）（４－ｗ）＋

１
２ｗ＋１＝

１．

又 ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＝

ａ
６ａ＋３

３
槡ａｂｃ

＝ ｕ
３（２ｕ＋１）＝

１
６
（１－ １

２ｕ＋１
），

同理：

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＝

１
６
（１－ １

２ｖ＋１
），

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ＝

１
６
（１－ １

２ｗ＋１
），

故三式累加，得

Ｍ ＝ １６
［３－（ １

２ｕ＋１＋
１

２ｖ＋１＋
１

２ｗ＋１
）］

＝ １６×２＝
１
３．

因 此，Ｍ ＝ ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ ＋ ｂ

ａ＋７ｂ＋ｃ ＋

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ

的值恒为１
３．

解法３　（２７１４００　 山 东 省 泰 安 市 宁 阳 第 一

中学 　 刘才华 　 提供）

设
３
槡ａ＝ｘ，

３
槡ｂ＝ｙ，

３
槡ｃ＝ｚ，则ｘ＋ｙ＋ｚ＝０，

７ａ＋ｂ＋ｃ＝７ｘ３＋ｙ３＋ｚ３

＝７ｘ３＋（ｙ＋ｚ）（ｙ２－ｙｚ＋ｚ２）

＝７ｘ３＋（ｙ＋ｚ）［（ｙ＋ｚ）２－３ｙｚ］

＝７ｘ３－ｘ（ｘ２－３ｙｚ）＝６ｘ３＋３ｘｙｚ，

所以 ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＝

ｘ３
６ｘ３＋３ｘｙｚ

＝ ｘ２
３（２ｘ２＋ｙｚ）

．

又２ｘ２＋ｙｚ＝２（ｙ＋ｚ）２＋ｙｚ＝（２ｙ＋ｚ）（ｙ
＋２ｚ）＝ （ｙ－ｘ）（ｚ－ｘ），所以

ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＝

ｘ２
３（ｙ－ｘ）（ｚ－ｘ）

．

同理可得：

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＝

ｙ２
３（ｘ－ｙ）（ｚ－ｙ）

，

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ＝

ｚ２
３（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）

．

所以

Ｍ ＝ ａ
７ａ＋ｂ＋ｃ＋

ｂ
ａ＋７ｂ＋ｃ＋

ｃ
ａ＋ｂ＋７ｃ

＝ １３
［ ｘ２
（ｙ－ｘ）（ｚ－ｘ）＋

ｙ２
（ｘ－ｙ）（ｚ－ｙ）

　＋ ｚ２
（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）

］

＝ １３
［ｘ

２（ｚ－ｙ）＋ｙ２（ｘ－ｚ）
（ｘ－ｙ）（ｙ－ｚ）（ｚ－ｘ）

　＋ ｚ２
（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）

］

＝ １３
［（ｘ

２－ｙ２）ｚ－ｘｙ（ｘ－ｙ）
（ｘ－ｙ）（ｙ－ｚ）（ｚ－ｘ）

　＋ ｚ２
（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）

］

＝ １３
［ －ｚ２－ｘｙ
（ｙ－ｚ）（ｚ－ｘ）＋

ｚ２
（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）

］

＝ ２ｚ２＋ｘｙ
３（ｘ－ｚ）（ｙ－ｚ）＝

１
３
，

故为定值．
３７４．一盒中装有红色和蓝色纸牌各１０张，每

色纸牌都含标数为１，３，３２，…，３９ 的牌各一张，两

色纸牌的标数总和记为Ｓ．对于给定的正整数ｎ，
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若能从盒中取出若干张牌，使其标数之和恰为ｎ，
便称为一种取牌ｎ－方案，不同的ｎ－方案种数记

为ｆ（ｎ）．试求Ｐ＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（１０００）的

值．
（２１５５００　 江苏省常熟市中 学 　 查 正 开 　

供题）
解法１　（２４６００４　 安 徽 省 安 庆 市 第 一 中 学

高三（１５）班 　 刘毅 　 提供）
由条件知ｆ（１）＝２，ｆ（２）＝１．
对于给定的正整数ｎ，可以唯一表示为

ｎ＝ａ０·３０＋ａ１·３１＋ａ２·３２＋…＋ａｋ·３ｋ，
其中ａｉ＝０，１，２（ｉ＝０，１，２，…，ｋ）．
所以，

３ｎ＝ａ０·３１＋ａ１·３２＋ａ２·３３＋…＋ａｋ·３ｋ＋１．
于 是 可 得：ｆ（３ｎ）＝ ｆ（ｎ），ｆ（３ｎ ＋１）＝

２ｆ（３ｎ）＝２ｆ（ｎ），ｆ（３ｎ＋２）＝ｆ（３ｎ）＝ｆ（ｎ）．
所以

ｆ（３ｎ）＋ｆ（３ｎ＋１）＋ｆ（３ｎ＋２）＝４ｆ（ｎ）．
记Ｔｎ ＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（ｎ），则
Ｔ３ｎ＋２ ＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋ｆ（３）＋…＋ｆ（３ｎ＋

２）＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋４［ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（ｎ）］

＝４Ｔｎ＋３，　
Ｔ３ｎ＋１＝Ｔ３ｎ＋２－ｆ（３ｎ＋２）＝４Ｔｎ＋３－ｆ（ｎ），

Ｔ３ｎ ＝Ｔ３ｎ＋１－ｆ（３ｎ＋１）＝４Ｔｎ＋３－３ｆ（ｎ），
于是

Ｐ＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（１０００）

＝Ｔ１０００ ＝４Ｔ３３３＋３－ｆ（３３３）

＝４［４Ｔ１１１＋３－３ｆ（１１１）］＋３－ｆ（１１１）

＝１６Ｔ１１１－１３ｆ（１１１）＋１５
＝１６［４Ｔ３７＋３－３ｆ（３７）］－１３ｆ（３７）＋１５
＝６４Ｔ３７－６１ｆ（３７）＋６３
＝６４［４Ｔ１２＋３－ｆ（１２）］－６１×２ｆ（１２）＋６３
＝２５６Ｔ１２－１８６ｆ（１２）＋２５５
＝２５６［４Ｔ４＋３－３ｆ（４）］－１８６ｆ（４）＋２５５
＝１０２４Ｔ４－９５４ｆ（４）＋１０２３
＝１０２４［４Ｔ１ ＋３－ｆ（１）］－９５４×２ｆ（１）

＋１０２３
＝１０２４×（４×２＋３－２）－９５４×２×２＋１０２３
＝６４２３．
解法２　（３１５７００　 浙江省象山中学 　 杨育

池 　 提供）
因为３ｊ（ｊ∈Ｎ）的３进制表示为（１　０…

︸
０

ｊ个

）３．又

任何一个正整数ｎ在３进制下的表示唯一，且若

其第ｊ＋１位上的数字为１，则对应从标有３ｊ 的红

色或蓝色纸牌中取１张，有２种取法；若其第ｊ＋１
位上的数字为２，则对应同时取标有３ｊ 的红色与

蓝色纸牌，只有１种取法；若其第ｊ＋１位上的数字

为０，则表示不取任何牌，也只有１种取法．
又１０００＝ （１１０１００１）３，则
（１）当ｎ为３进制下的ｍ（１≤ｍ≤６）位数时，

则其首位可取１或２，有３种取法；设首位后的ｍ－
１个数位上有ｋ（０≤ｋ≤ｍ－１）个２，则２的取法

有Ｃｋｍ－１ 种；余下的ｍ－ｋ－１个数位上分别取０或

１，则对应的取法有Ｃ０ｍ－ｋ－１＋２Ｃ１ｍ－ｋ－１＋２２·Ｃ２ｍ－ｋ－１＋
…＋２ｍ－ｋ－１·Ｃｍ－ｋ－１ｍ－ｋ－１＝（２＋１）ｍ－ｋ－１＝３ｍ－ｋ－１ 种．因
此，由分步计数原理，对每一个这样的ｍ，取法种

数为３Ｃｋｍ－１·３ｍ－ｋ－１＝Ｃｋｍ－１·３ｍ－ｋ，故ｎ为不超过６
位的３进制数的ｎ— 方案总数共有

Ｎ１ ＝
７２８

ｎ＝１
ｆ（ｎ）＝

６

ｍ＝１

［
ｍ－１

ｋ＝０

（３ｍ－ｋ·Ｃｋｍ－１）］

＝３
６

ｍ＝１

（３＋１）ｍ－１ ＝４６－１种．

（２）当ｎ为３进制下的７位数时，则其首２位

的取法分为２类：

①首２位为１０时，首２位的取法有２种；设后

５位中有ｉ（０≤ｉ≤５）个２，则有Ｃｉ５ 种取法；余下

数位上取０或１，故共２Ｃｉ５（Ｃ０５－ｉ＋２Ｃ１５－ｉ＋２２·Ｃ２５－ｉ
＋…＋２５－ｉ·Ｃ５－ｉ５－ｉ）＝２×３５－ｉ·Ｃｉ５ 种，故这样的ｎ—
方案总数

Ｎ２ ＝ 
９７１

ｎ＝７２９
ｆ（ｎ）＝２

５

ｉ＝０

（３５－ｉＣｉ５）

＝２×４５ ＝２１１ 种．
② 首２位为１１，则前３位为１１０，取法有２×２

＝４种；
若第４位为０，则后３位可分别取ｐ（０≤ｐ≤３）

个２，则共有Ｃ０３（Ｃ０３＋２Ｃ１３＋２２Ｃ３３＋２３Ｃ３３）＋Ｃ１３（Ｃ０２＋
２Ｃ１２＋２２Ｃ２２）＋Ｃ２３（Ｃ０１＋２Ｃ１１）＋Ｃ３３ ＝２６ 种；

若第４位为１，有２种取法，则最后一位可取０
或１，共３种取法．

故符合要求的ｎ— 方案总数Ｎ３＝４×（２６＋
２×３）＝２８０种．

所以，由分类计数原理，得

Ｐ＝
１０００

ｎ＝１
ｆ（ｎ）＝ （４６－１）＋２１１＋２８０

＝６４２３．
解法３（４１００００　 湖南广益实验中学 　 刘肖

潇 　 提供）
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注意到１０００＝１＋３３＋３５＋３６，所以，当ｎ≤
１０００时，符合要求的ｎ— 方案中，标数大于３６ 的

纸牌不能出现，标数为３６ 的纸牌最多出现一张．
（１）当所取纸牌的标数不大于３５ 时，在两种

颜色的１，１，３，３，…，３５，３５ 这１２张牌中任取ｋ张，
它们的标数之和Ｓ≤２·（１＋３＋３２＋…＋３５）＝
３６－１＜１０００，于是可得

ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（３６－１）

＝Ｃ１１２＋Ｃ２１２＋…＋Ｃ１２１２ ＝２１２－１＝４０９５；
（２）当所取纸牌中有一张标数为３６ 且不出现

标数３５ 时，注 意 到 两 种 颜 色 的１，１，３，３，…３４，３４

这１０张牌的标数之和２·（１＋３＋３２＋…＋３４）

＝３５－１，３６＋３５－１＝９７１，于是可得

ｆ（３６）＋ｆ（３６＋１）＋…＋ｆ（９７１）

＝Ｃ１２·（Ｃ０１０＋Ｃ１１０＋…＋Ｃ１０１０）＝２１１＝２０４８．
（３）当所取纸牌中同时出现标数３６ 和３５（各

一张），但不出现标数３３，注意到两种颜色的１，１，

３，３，３２，３２ 这６张牌的标数之和２·（１＋３＋３２）＝
３３－１，３６＋３５＋３３－１＝９９８，于是可得

ｆ（９７２）＋ｆ（９７３）＋…＋ｆ（９９８）

＝Ｃ１２Ｃ１２（Ｃ０６＋Ｃ１６＋…＋Ｃ６６）＝２８ ＝２５６；
（４）当 所 取 纸 牌 中 同 时 出 现 标 数３６、３５ 和

３３（各一张），于是可得

ｆ（９９９）＋ｆ（１０００）

＝Ｃ１２Ｃ１２Ｃ１２＋Ｃ１２Ｃ１２Ｃ１２Ｃ１２ ＝２４．
综上可得：

Ｐ＝ｆ（１）＋ｆ（２）＋…＋ｆ（１０００）

＝４０９５＋２０４８＋２５６＋２４＝６４２３．
３７５．已知正数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝３，求证：

（３
ａ－２

）（３
ｂ－２

）（３
ｃ－２

）≤ ３
３（ａｂｃ）槡 ２

ａ２＋ｂ２＋ｃ２
．

（７１２０００　 陕西省咸阳师范学院基础教育课

程研究中心 　 安振平 　 供题）
证明 　（４３００２２　 湖北省武汉外国语学校高

三（３）班 　 王思睿 　 提供）
因为ａ＋ｂ＋ｃ＝３，所以

（３
ａ－２

）（３
ｂ－２

）（３
ｃ－２

）

＝ （ａ＋ｂ＋ｃａ －２）（ａ＋ｂ＋ｃｂ －２）（ａ＋ｂ＋ｃｃ
－２）

＝ １
ａｂｃ
（ａ＋ｂ－ｃ）（ｂ＋ｃ－ａ）（ｃ＋ａ－ｂ）．

因为ａ，ｂ，ｃ为正数，不妨设ａ≥ｂ≥ｃ，则ａ＋

ｂ－ｃ＞０，ｃ＋ａ－ｂ＞０，若ｂ＋ｃ－ａ≤０，不等式

显然成立．
若ｂ＋ｃ－ａ＞０，则ａ，ｂ，ｃ构成一个三角形的

三边长，应用三角形的面积公式可得

Ｓ＝ １４
·

（ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ－ｃ）（ｂ＋ｃ－ａ）（ｃ＋ａ－ｂ槡 ）．

又Ｓ＝ａｂｃ４Ｒ
，其中Ｒ为三角形的外接圆的半

径，故
（ａ＋ｂ＋ｃ）（ａ＋ｂ－ｃ）（ｂ＋ｃ－ａ）（ｃ＋ａ－ｂ）

＝ （ａｂｃＲ
）２，

于是可得

（３
ａ－２

）（３
ｂ－２

）（３
ｃ－２

）

＝ １
３ａｂｃ

·（ａｂｃ
Ｒ
）２ ＝ａｂｃ３Ｒ２．

因此，要证原不等式，只需证

ａｂｃ
３Ｒ２ ≤

３
３（ａｂｃ）槡 ２

ａ２＋ｂ２＋ｃ２
．

又由ａ＋ｂ＋ｃ＝３及均值不等式可得ａｂｃ≤
１，于是，只需证：

ａ２＋ｂ２＋ｃ２ ≤９Ｒ２

ｓｉｎ２　Ａ＋ｓｉｎ２　Ｂ＋ｓｉｎ２　Ｃ≤ ９４

ｃｏｓ　２Ａ＋ｃｏｓ　２Ｂ＋ｃｏｓ　２Ｃ≥－３２．

不妨设Ｃ为锐角，则

ｃｏｓ　２Ａ＋ｃｏｓ　２Ｂ＋ｃｏｓ　２Ｃ
＝２ｃｏｓ（Ａ＋Ｂ）ｃｏｓ（Ａ－Ｂ）＋２ｃｏｓ２　Ｃ－１
＝－２ｃｏｓ　Ｃｃｏｓ（Ａ－Ｂ）＋２ｃｏｓ２　Ｃ－１
≥－２ｃｏｓ　Ｃ＋２ｃｏｓ２　Ｃ－１

＝２（ｃｏｓ　Ｃ－１２
）２－３２ ≥－

３
２
，

当且仅当Ａ＝Ｂ＝Ｃ时取等号．
故原不等式获证，当且仅当ａ＝ｂ＝ｃ＝１时

取等号．

２０１９年第１期问题

３８１．已知实数ｘ，ｙ满足３ｘ２＋１７ｘｙ＋１２ｙ２＝
５８，求Ｐ＝ｘ＋２ｙ＋３ｘｙ的最大值．

（２３７００５　 安 徽 省 六 安 第 二 中 学 　 陶 兴 红

　 供题）

３８２．已 知 非 负 实 数ｘ，ｙ，ｚ满 足 １－ｘ
２

槡 ４ ＋



１－ｙ
２

槡 １６＋ １－ｚ
２

槡 ３６＝２
，求Ｍ＝３ｘｙ＋ｙｚ＋２ｚｘ

的最大值．
（３１４３００　 浙 江 省 元 济 高 级 中 学 　 窦 青 伟

　 供题）

３８３．设Ｓ为 △ＡＢＣ的面积，求证：

ｂｃ
ｔａｎ　Ａ＋

ｃａ
ｔａｎ　Ｂ＋

ａｂ
ｔａｎ　Ｃ≥

４Ｓ．

（７１２０００　 陕西省咸阳师范学院基础教育课

程研究中心 　 安振平 　 供题）

３８４．已知ａ，ｂ，ｃ是大于－１的实数，求证：

１＋ａ２
１＋ａ＋ｂ２＋

１＋ｂ２
１＋ｂ＋ｃ２＋

１＋ｃ２
１＋ｃ＋ａ２ ≥

２．

（２４６７００　安徽省枞阳县宏实中学　江保兵

　 供题）

３８５．设正数ａ，ｂ，ｃ满足ａ＋ｂ＋ｃ＝３，证明：

ａ２
ａ＋３ｂ４＋

ｂ２
ｂ＋３ｃ４＋

ｃ２
ｃ＋３ａ４ ≥

３
４．

（６２１０００　 四川 省 绵 阳 东 辰 学 校 高 中 部 　
姚先伟 　 供题）

（上接第６０页）
例３　 某 兴 趣 小 组 测 量 电 视 塔ＡＥ 的 高 度

Ｈ（单位：ｍ），如图３，垂直放置的标杆ＢＣ 的高度

ｈ＝４ｍ，仰角∠ＡＢＥ＝α，∠ＡＤＥ＝β．该小组分

析若干测得的数据后，认为适当调整标杆到电视

塔的距离ｄ（单位：ｍ），使α与β之差较大，可以提

高测量精确度．若电视塔的实际高度为１２５ｍ，试

问ｄ为多少时，α－β最大？

图３

解析 　 由题设知ｄ＝ＡＢ，得ｔａｎα＝Ｈｄ．

由ＡＢ ＝ＡＤ－ＢＤ ＝ Ｈ
ｔａｎβ

－ ｈ
ｔａｎβ

，得ｔａｎβ

＝Ｈ－ｈｄ
，所以

ｔａｎ（α－β）＝
ｔａｎα－ｔａｎβ
１＋ｔａｎαｔａｎβ

＝ ｈ

ｄ＋Ｈ
（Ｈ－ｈ）
ｄ

≤ ｈ
２　 Ｈ（Ｈ－ｈ槡 ）

，

当且仅当ｄ＝Ｈ
（Ｈ－ｈ）
ｄ

，ｄ＝ Ｈ（Ｈ－ｈ槡 ）

＝ 槡５５　５时，等式成立．

所以，当ｄ　＝ 槡５５　５时，ｔａｎ（α－β）最大．

因 为０＜β＜α＜
π
２
，则０＜α－β＜

π
２
，所以，

当ｄ　＝ 槡５５　５时，α－β最大．
本题是江苏省２０１０年的高考试题，也是米勒

问 题 为 背 景 的 实 际 应 用 的 一 个 典 型 案 例．实 际

上，在工程测量和其他测量工作中，米勒问题起着

重要的理论价值和实际的指导意义．当然，生活中

的米勒问题还有其他的表现形式，如米勒问题与

足球：足球比赛场的宽度为ａ米，球门宽为ｂ米，在
足球比赛中，甲方边锋沿球场边线，带球过人沿直

线向前推进．试问：该边锋在距乙方底线多远时

起脚射门时命中率最大？等等，只要细心观察，像

这样的以米勒问题为背景的问题比比皆是，就不

再一一列举了．
综合以上例子可以看出，许多数学试题都有

着其特定的命题背景，蕴含着浓厚的历史气息．与
此同时，通过对米勒问题背景下的平面几何问题、
解析几何问题、实际应用问题进行梳理也不难发

现，很多问题看上去毫不相干，但试题的背后却有

着相同的背景，可以用相同或类似的方法加以处

理．我想，对于我们每一个高三学生而言，在高三

高强度的训练下，要多思考怎样的训练才是有效

的？我以为，善于归类整理是一个有效的途径．一

题多解固然重要，但更重要的是多题归一，将解题

过程算法化，形成相应的微专题和解题模块，这样

才能有效提升我们高三复习的效率．

（收稿日期：２０１８－０９－１５）
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