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敬 告 作 者

多年以 来，《数 学 通 讯》一 直 得

到广大 作 者 的 关 心 和 支 持，你 们 提

供的优 秀 稿 源 是 期 刊 的 生 存 之 本，
我刊由衷地感谢．

由于来 稿 较 多，无 法 对 稿 件 的

处理情 况 一 一 回 复 作 者．为 了 方 便

作者了 解 稿 件 的 审 查 情 况，我 们 在

《数 学 通 讯》网 站 （网 址：ｈｔｔｐ：／／
ｗｗｗ．ｓｈｕｘｕｅｔｏｎｇｘｕｎ．ｃｏｍ）首 页 设

置了稿 件 查 询 系 统，稿 件 查 询 系 统

的使用方法详见 “投稿需知”．
稿件的审查和录用情况一律以

在稿件查询系统中查询到的结果为

准。已经 确 定 录 用 的 稿 件，我 们 将

在网站 上 公 布（不 再 另 发 书 面 录 用

通知）．
请勿一稿多投，一旦核实，将在一

年内中止审理该作者的所有来稿．
谢谢各 位 作 者 的 理 解、配 合 和

合作！
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多元表征寻拓展 　 领悟题魂求变化
———“隐圆问题”微专题复习课及思考

张安林 　 张 　 俊
（江苏省兴化市教育局教研室，２２５７００）

　　 圆是江苏省高考数学八个Ｃ级考点之一，对它

的考查主要聚焦于点和圆、直线和圆以及圆和圆的

位置关系方面的计算和证明．近年来，对圆的考查力

度逐年加大，难度日益增加，考查方式也日趋隐蔽．
题目往往要求学生发现题中隐藏的圆（简称隐圆），

再基于此圆解决相关问题．以江苏省高考试题举例，

２００８年第１３题、２０１３年第１７题、２０１６年第１８题、

２０１７年第１３题都可归类于隐圆问题，而各地模拟考

试试卷中这类问题更是屡见不鲜，它们往往以难题

的面目出现在试卷的关键位置，成为学生获取高分

的拦路虎．
正因为此，各地高三复习研讨会中，经常以“隐

圆问题”为课题开设微专题复习公开课．就笔者 所

听过的同课题课中，大多以一道经典题为引，由浅入

深或分门别类地选择典型例题组织教学．近日，我市

组织了一次高三复习对外教学展示活动，笔者指导

青年教师Ｇ老师开设的该课题公开课，得到了听课

同行的一致好评．这节课从数学研究的基本方法出

发，基于圆的不同表征，驱动新知生成；基于典型例

题的变式，串联课堂教学．这样既关注数学的内部发

展，使得 教 学 富 有“探 索 味”，又 关 注 学 生 的 主 动 生

成，使得 教 学 富 有 趣 味 性．下 面 给 出 教 学 的 设 计 流

程，供老师们研讨．
１　 设计流程与思考

１．１　 开放问题 　 多元表征

教师提出问题：在 △ＡＢＣ 中，若ＡＢ ＝２，能否

添加一个条件，使得点Ｃ在以ＡＢ 为直径的圆上运

动？

设计意图 　 起始问题以开放题的形式呈现，一
方面使课堂组织活泼生动，激发学生兴趣，另一方面

降低进入门槛，让学生更容易“走进门”来，充分 调

动学生主体参与数学活动的积极性．
由于问题起点低，学生很快能回答，教师根据学

生所答归纳整理后板书于黑板的左侧：

（１）∠Ｃ＝９０°；
（２）→ＡＣ· →ＢＣ＝０；
（３）ＡＣ２＋ＢＣ２ ＝４；
（４）将△ＡＢＣ置于以直线ＡＢ为ｘ轴的坐标系

中，ｋＡＣｋＢＣ ＝－１；
（５）ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂ＝１．
事实上，（１）（２）（３）（４）（５）都是点Ｃ在以ＡＢ为

直径的圆上运动这一几何形态的不同代数表征．“表
征”是一个心理学名词，是指外部事物在心理活 动

中的内部再现．数学本身的特征决定了数学的表现

形式是丰富多样的，表征能力的高低反映了学生知

识理解的深浅，解题能力的强弱对问题的解决影响

巨大．在教学中，有意识地为学生创造多元表征同一

数学对象的机会，能有效帮助他们沟通不同知识间

的联系，形成系统思维模式．解题时自然能轻松激活

有效的知识块，灵活调取相关内容解决问题．
１．２　 基于表征 　 联想拓展

教师手指板书中的“（１）∠Ｃ＝９０°”提问：如果

∠Ｃ不是直角，改成其他角度的角，比如６０°，点Ｃ还

在圆上运动吗？

这是基于学生已有几何知识的提问，学生齐答：

还在圆上运动，不过此时边ＡＢ 不是直径，而是一条

弦．教师进一 步 追 问：我 们 放 宽 条 件，不 要 求 边ＡＢ
一定是直径，将（２）中的数字０换成其他数字，点Ｃ
是否在圆上运动呢？

学生无法直接回答，教师提醒学生换一个数字

具体研究一下．片刻后询问学生，或答是，或答否．
教 师 追 问 背 后 的 原 因 后 引 导 学 生 研 究 一 般 情

形，通过将数字０字母化为λ去追寻缘由，并强调用

解析法来处 理 问 题．稍 后，教 师 综 合 学 生 的 结 果 板

书：设 →ＡＣ· →ＢＣ＝λ，当λ＞－１时，点Ｃ在圆上运动．
设计意图 　 意在让学生联想一般与特殊的关

系，感受条件的加强与弱化的思考经验，形成特殊到

一般的弱化意识和探究的欲望．通过这样的从特殊
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到一般的探究活动，帮助学生积累“联想 → 特殊化

→ 一般化 → 证明”的数学研究基本方法的经验，深
化理解，提升思维．

有了 刚 才 的 研 究 经 验，教 师 提 出 让 学 生 将

（３）（４）（５）也一般化后进行探索．探索前，教师问学

生：３个表征中，能否少研究 一 种？学 生 短 暂 思 考 后

指出（４）（５）形异质同，只需研究（４）即可．为了节约

课堂时间，教师安排同桌之间分别探索（３）（４）的一

般情形，并互相交流．
运用解析法，学生很快获得结果，教师组织学生

汇报成果．对于（３），有类似于（２）一般化后的结论：

设ＡＣ２＋ＢＣ２ ＝λ，当λ＞ １２
时，点Ｃ在圆上运动．

对于（４），一般化为ｋＡＣｋＢＣ ＝λ后，点Ｃ的轨迹并不

一定是圆，随着λ取值的不同，既可能是椭圆，也可

能是双曲线．虽然与预想不同，但无心插柳，亦有意

外之获，让学生体会到数学探究并不总是一帆风顺，

探索路上常有意想不到的惊喜．
为了将学生的思考引向深入，教师指着（３）问：

能否从另一角度将ＡＣ２＋ＢＣ２ ＝４一般化？在教师

的启发下，学生明白ＡＣ２，ＢＣ２ 的系数不一定都为１，

比如可以是２ＡＣ２－ＢＣ２＝４．通过亲身探索，学生发

现λＡＣ２＋μＢＣ
２ 等于常数时有可能是圆．

１．３　 典题变式 　 揭示本质

教师利 用 几 何 画 板 呈 现“△ＡＢＣ 中，ＡＢ ＝２，

∠Ｃ＝６０°”时的图形，拖动点Ｃ，问学生：当点Ｃ变

化时，△ＡＢＣ 的面积是否存在 最 大 值？在 学 生 正 确

回答的基础上，追问：如果将 ∠Ｃ＝６０°更换为其他

条件，比如 →ＡＣ· →ＢＣ＝１或ＡＣ２＋ＢＣ２ ＝６，△ＡＢＣ
的面积是否仍然存在最大值？

基于前面的探索，学生借助于点Ｃ的轨迹是圆，

轻松地作了回答，此时教师出示例题．

例 题　在△ＡＢＣ中，若ＡＢ＝２，ＡＣ＝槡２ＢＣ，
求 △ＡＢＣ的面积的最大值．

这道题是２００８年江苏高考数学卷第１３题，从

形式看与刚才提问的问题如出一辙．运用前面探索

过程中一直使用的解析法，学生很快发现点Ｃ的轨

迹是圆心在直线ＡＢ 上的圆．问题完成后，教师进一

步追问：根据已知条件，你能否迅速识别点Ｃ的轨迹

是圆？能否用前面拓展的知识加以解释？经点拨后，

学生发现ＡＣ　＝槡２ＢＣＡＣ２－２ＢＣ２ ＝０，是表征

（３）拓展的特例，让学生感受到数学内 部 的 关 联 之

美．教师适时说明例题中的圆称为阿波罗尼斯圆，并

适当补充介绍数学史等数学文化内容，再一次激发

学生的学习兴趣．
教 师 指 出：“在 △ＡＢＣ 中，若 ＡＢ ＝ ２，

，求 △ＡＢＣ 的 面 积 的 最 大 值”，其 中 的 空

格可以更换为任意一个 使 得 点Ｃ的 轨 迹 是 圆 的 条

件，比 如 前 面 的 ∠Ｃ＝６０°，→ＡＣ· →ＢＣ ＝１，ＡＣ２＋
ＢＣ２ ＝６，或者２　ＡＣ２－ＢＣ２ ＝４等，使之成为 一 道

完整的题．这 些 题 都 可 借 助 隐 藏 的 圆 来 完 成，只 要

对所给式 子 进 行 模 式 识 别，实 现 题 中 无 圆，眼 中 有

圆．
教师进一步指出，变式的方向，除了更换条件，

还可以更换 结 论，比 如“在 △ＡＢＣ 中，若ＡＢ ＝２，

ＡＣ＝槡２ＢＣ，求 ”．研究什么呢？圆的问题，

除了研究自身的一些性质，比如例题，还可以研究点

和圆、直线和圆、圆和圆的问题．
在教师的 启 发 下，师 生 共 同 提 了 两 个 问 题：求

ＡＣ的取值范围以及求ｔａｎ　Ａ的最大值．他们分别对

应着点和圆、直线和圆的位置关系．那么，能否基于

例题设计一道用圆和圆的位置关系解决的题目呢？

凭空再造一个圆对学生而言要求过高，教师直接给

出了事先预设的变式以帮助学生打开思路：

在平面直角坐标系ｘＯｙ中，设点Ａ（１，０），Ｂ（３，

０），Ｃ（０，ａ），Ｄ（０，ａ＋２），若 存 在 点Ｐ，使 得ＰＡ　＝

槡２　ＰＢ，→ＰＣ· →ＰＤ ＝１，求实数ａ的取值范围．
当明晰了问题的由来，揭示了问题的本质，答案

已经变得不再重要，学生沉浸在巨大的创造的喜悦

里，不可自拔，一道道不成熟但绝对是学生原创的试

题源源不断地降临世间．
为了进一步点燃学生思维的火把，教师提醒学

生逆向探究是一种重要的思维习惯．作为示范，教师

以例题为例作了简要说明．将例题条件和结论进行

编号：①ＡＢ＝２，②ＡＣ＝槡２ＢＣ，③△ＡＢＣ的面积为

槡２　２．对三个编号重新组合可以获得新题，比如：若

△ＡＢＣ的面积为 槡２　２，ＡＢ ＝２，求ＡＣＢＣ 的最大值．学

生兴趣盎然，全情投入，新题佳作，翩翩而来．
设计意图 　 从例题到变式，教师解读问题的由

来，上下串联，涵盖了隐圆问题的主要题型．通过教

师的引领，让学生认识到数学问题并非无源之水、无
本之木．揭示了隐圆问题的本质，就可帮学生化隐为

显，使之变得透明，破除神秘感．另外有意识地带领

学生对问题进行正向、逆向、一般化以及特殊化等各
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项探究，一来有助于理解问题的本质，二来可让学生

明白对待某类共性问题，不能再孤立地看待，而需要

整体联系和处理，三 来 能 培 养 学 生 的 问 题 意 识，掌

握问题探究的一般思维和方法，提高学科素养，助力

后续发展．
１．４　 领悟题魂 　 感悟升华

回 到 课 始（１）～ （５）这 五 个 表 征，教 师 以

“（３）ＡＣ２＋ＢＣ２ ＝４”为例，问：如果将加号改为减

号，对应的轨迹还是圆吗？将（３）改为ＡＣ＋ＢＣ＝６
呢？改为ＡＣ－ＢＣ＝４呢？

问题不难，但学生都若有所悟，陷入沉思．教师

追问：从提供的等式你能感知点Ｃ会在某个曲线上

运动吗？

教师解释：以上式子中，有三个字母，只有Ｃ是

动点．一个动点满足一个有规律的式子，说明这个点

一定不会天马行空地乱动，它必定在某种特殊的曲

线上运动．在什么曲线上呢？解析法就是工具！可以

通过建系寻找它对应的方程判别它对应的曲线，这

就是解析几何的核心思想．我们不强求看到代数等

式能立刻说出它对应的曲线，但我们应该具备感知

它在某种特殊的轨迹上运动的意识．
设计意图 　 本节课不在于让学生知道圆对应

着哪几种代数形式，更重要的是要领悟代数等式和

几何图形之间的对应，形成轨迹意识．隐圆只是一个

起点，既是探究的起点，也是认识的起点，所隐的不

局限于圆，也 可 以 是 线 段、椭 圆、……．具 体 到 本 节

课，当化隐为显，所谓的隐圆也就揭开了它神秘的面

纱，飞入寻常百姓家，不过就是普通的圆的问题．学

生领悟到这一点，认识就会蜕变，能力自然提升，思

维也就随之升华．
２　 教学立意的进一步阐释

２．１　 基于多元表征，驱动思维发展

隐圆问题是近几年高考、模考中流行的的问题．
按题型分类可分为：点与隐圆、线与隐圆、圆与隐圆

等．依此分类方式选择相应题目进行授课，停留在简

单的套题型阶段，不利于理解问题的本质，也不利于

体会题目之间的内在关联．
为打破这一设计窠臼，我们的构思旨在揭示隐

圆的本质，基于学生已有的认识，把直径所对圆周角

是直角这一圆的性质，进行不同的代数表征．通过合

情推理、适度拓展，从特殊推广至一般，获得隐圆的

各种代数形式．这种归纳的方法是对隐形圆的形成

进行系统分类，一方面让学生体会代数式与轨迹之

间的对应关系，另一方面可以让学生经历科学研究

的一般方法，亦是核心素养所追求．系统分类形成隐

圆的各种形式，不仅方便从代数式结构上进行模式

识别，而且能建立几何图形的直观认知，从而能快速

实现解题的目标．
２．２　 基于探究活动，致力素养养成

杜威认为，思维的自然规律不是形式逻辑，而是

实验逻辑的反省的思维．它是对问题反复地、持续地

进行探究的过程．本节课探究的生长点是直角的不

同表征，在 每 种 表 征 一 般 化 的 探 究 过 程 中，始 终 以

“直观感知、操作确认、思辨论证、度量计算”为策略

方法，让学生亲身经历并一以贯之，在探索中自觉领

悟数学本质，掌握数学思想方法．
本节课的探究环节是典型的数学抽象过程，在

此过程中又涵盖了逻辑推理、数学建模、直观想象、

数学运算和数据分析的过程．经常提供类似的探究

平台，学生的探究习惯、核心素养无需刻意追求就会

自然养成．
探究始于问题，问题在哪里？本节课做了很好的

示范：联想、推广、逆向思考、寻求关联等，都是发现

问题的好方良策．提高学生的问题意识，对学生的后

续发展而言要比会做几种类型的题目更加重要．有

了问题，也就有了探究的对象，在探究中帮助学生逐

渐养成良好的探究意识，掌握较好的探究方法，提升

数学核心素养．
２．３　 基于变式教学，推动例题教学

如何进行例题教学，是一个常谈常新的话题．选
择什么题目作为例题，教学中如何处理它是备课时

必须认真考虑的内容．为了打消学生对隐圆问题的

畏惧感，我们采用了变式教学来揭示这类问题的本

质．本质往往深藏、内隐在许多表象之中，实施变式教

学，可以通过变更数学对象（问题）的呈现形式，使其

非本质特征逐渐淡化，从而逐渐凸显其本质特征．
本节课的 例 题 选 择 的 是 江 苏 卷２００８年 第１３

题，一方 面 在 于 它 的 经 典 性，另 一 方 面 更 在 于 它 的

生长性．变 式 从 三 个 方 向 展 开，一 是 隐 圆 形 式 的 变

化，二是 递 进 形 成 它 与 点、线、圆 之 间 关 系 的 问 题，

三是逆向 思 维，结 构 重 组 得 到 新 题．在 变 式 教 学 过

程中，要 关 心 学 生 的 主 动 参 与，情 感 投 入．事 实 上，

实际 上 课 时 学 生 们 都 跃 跃 欲 试，部 分 同 学 编 制 了

有意 义 的 问 题，这 些 充 分 说 明 学 生 的 创 新 潜 能 是

无限的，也 说 明 学 生 创 新 潜 能 的 开 发 需 要 教 师 的

（下转６３页）
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基于问题导向的高中数学核心素养培养策略

于莺彬
（山东省青岛第六十六中学，２６６０３２）

　　 在新课程标准的“教学建议”中明确指出：“高

中数学教学以发展学生数学学科核心素养为导向，

创设合适的教学情境，启发学生思考，引导学生把握

数学内容的本质．提倡独立思考、自主学习、合作交

流等多种学习方式，激发学习数学的兴趣，养成良好

的学习 习 惯，促 进 学 生 实 践 能 力 和 创 新 意 识 的 发

展．”本文通过几个基于问题导向的教学设计案例，

就如何落实核心素养进行探究．
１．基于问题导向的概念建构

概念是反映对象的本质属性的思维形式，它是

人们把所感知的事物共同本质特点抽象出来的，并

概括到同类事物中去而形成的“思维产物”，数学概

念就是数学对象的本质属性及其特征在人的思想中

的反映，它是整个数学知识的基础，所以说，数学概

念的教学是数学基础和技能形成的核心，更是核心

素养培育的基石．教师要充分利用好课堂这个主阵

地，与学生一起重温数学知识产生的背景、形成的过

程和方法这段“历程”，让学生亲历知识的动态生成，

动手发现鲜活的数学，才能让学生学会数学地智慧

地思考．
在数学概念的教学中，概念的学习过程中蕴含

了对学生发现、探究、抽象等素养的培养．
【案例１】
《集合》概 念 的 教 学 中，通 过 学 生 对 几 组 具 体

的、且带有某种属性的对象全体进行初步的认知．例
如，观察下列四个问题：① 青岛一中２０１８级全体学

生；② 大于－２的整数；③ 所有的直角三角形；④ 中

国高个子的男人．是否可以清晰地判断出每个例子

中的对象是什么？并说明理由．通过观察，抽象出“一
组具有某种 明 确 属 性 对 象 的 全 体 可 以 构 成 一 个 集

合”这样一个浅显的集合定义．然后再通过给定 的

具体实 例，例 如，判 断 下 列 哪 些 是 集 合？为 什 么？①
青岛市所有中学生；② 有一个锐角是３０°的三角形；

③ 所有知识分子；④ 所有游戏高手．让学生自主探

究，对集 合 的 概 念 重 新 认 识，这 样 一 个 由 具 体 到 抽

象、概括的过程，就形成了一个完整的认知链，在概

念的学习过程中，培养了学生的数学素养．
【案例２】
《用二分法求方程的近似解》的教学，可以设计

如下的游戏活动．
游戏１：猜价格．在班上请某学生猜某一款手机

的价格，猜之前由老师告知此款手机的价格在区间

６００～１８００内，然后此生每猜一次，老师就会告诉此

生价格是高了还是低了，直到猜中为止．
游戏２：猜分 数．某 次 期 末 考 试 结 束 后，学 生 甲

的总成绩有了明显的进步，老师让学生甲猜猜自己

到底提高了多少分？老师告知分数提高在５０和３００
分之间，采取活动１的方法，直到猜中为止．

老师提出如下的问题让学生思考：① 用了什么

方法猜数？② 游戏中包含的数学思想是 什 么？③ 根

据游戏中的方 法 计 算 出 无 理 数槡１４的 一 个 近 似 值

（精确到０．１）．④ 怎样用这种方法求方程ｘ２－２ｘ－
１＝０（精确到０．１）的近似解？

通过创设这种趣味性的游戏活动，老师提出问

题，让学生积极参与其中，经历探究方法和知识的过

程，解决问题、自主建构数学知识，使学习过程变得

轻松、活泼，从而提高了学习的效率和效果．
【案例３】
《三角函数的周期性》的教学，可以设计如下层

层递进的问题串．
情景：离离原上草，一步一枯荣，野火烧不尽，春

风吹又生．
问题１：这首诗揭示了自然界的什么现象？

问题２：生活中有其他类似的事例吗？请举例说

明．（时针的圆周运动、日月星辰的往复运动、四季的

变换、植物的生长周期、班级的课程表等）

问题３：若一周内，我们班的数学课节次均不相

同，今天是９月１日，数学课时上午第一、二节，你能

知道还有哪些天的数学课也是上午第一、二节？

问题４：我们班的课程表只要一半可以吗？
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问题５：你需要两张课表吗？

问题６：你能 用 自 己 的 语 言 简 单 描 述 一 下 这 种

规律吗？

本案例让学生深刻地体会到周期现象的普遍存

在，看似简单的问题，实质是层层深入，逐步让学生

从直观上感受周期与最小正周期的概念．
像这样的学习素材有效地联系了学生的生活世

界和数学世界，由特殊到一般、直观到抽象的过程，

让学生经历和体验了数学知识产生、形成和应用的

全过程，正如波利亚指出的要让学生看到数学建造

过程中的“脚手架”，而不是现成品，对发展学生的直

观想象、数学抽象、逻辑推理、数学建模、数学运算等

核心素养起到积极的促进作用．
２．问题导向有益于数学概念（定理）本质的理解

在概念课的教学中，有一个重要的环节就是对概

念的正确理解，应该避免的一个做法是“过分重视定义

的叙述，对定义字字推敲，处处斟酌，不厌其烦地举例、

反例，并且要求学生熟读定义、熟记定义，这种教学往

往费时费力，且效果欠佳，其主要缺点是：容易将学生

导向只死记硬背定义和结论，而不求深入地理解概念；

由于学生思维中缺少说明概念关键特征的具体形象，

一旦遇到不能用已有模式解决的问题，就会感到束手

无策，因此不利于数学思维能力的提高．”
【案例４】
《直线的倾斜角和直线的斜率》的教学，可以设

计如下的问题．
问题１：过平面内一点可画无数条直线，它们有

什么区别？

学生很容易作答：形成不同的“角”，此时老师追

问：既然形成不同 的“角”，那 么 如 何 用“角”来 区 分

这些直线的不同呢？这里老师可以提醒的是，尽量找

一个共同的“参照物”，因为角的形成方式有两种情

况：一是 一 顶 点 两 射 线，二 是 一 射 线 绕 一 点 旋 转 而

成，所以既然要用“角”来区分这些不同的直线，需

要再找一条射线，为了方便起见，就确定直角坐标系

的ｘ轴，直线与ｘ轴的交点为顶点，与ｘ轴正方向所

成的角，这个角的名字叫倾斜角．
问题２：任何一条直线都有倾斜角吗？

学生答毕，接着追问：如果直线与ｘ轴平行或重

合，此时直线的倾斜角多大？（这里需要注意的是为

什么是０°而不是１８０°？）

问题３：直线的倾斜角的取值范围是什么？

教师：解析几何问题解决的方法是代数法，所以

在这里也需要用“数”来区分不同的直线，所以引进

“斜率”来刻画直线的倾斜程度．
问题４：任何一条直线都 有 斜 率 吗？（这 里 需 要

提示 的 是 当 倾 斜 角 为９０°时，斜 率 不 存 在；除 此 之

外，均有斜率．）

问题５：斜率 有 正 负 之 分 吗？为 什 么？直 线 的 斜

率的取值范围是什么？

本案例通过问题１的创设，引发学生的思索，从
而引出“直线的倾斜角”，结合解析几何的特点，引出

直线倾斜程度的另一个度量－－－“斜 率”；然 后 从

概念的内涵和外延出发，通过一系列问题的提出，多
角度、多层次地剖析与解决，引导学生经历从具体实

例抽象出数学概念的过程，使学生在概念的产生与

形成的过程中，对所学的概念已经有了深刻的认知、

理解和掌握；这样的设计，利用学生的知识和经验，

通过师生之间的智慧交流，让学生的思维动起来，最
终让学生掌握了概念的真谛；这样的设计，也真正把

学生当成了学习的主人，使学生在学习的过程中促

进了自身数学素养的提高．
【案例５】
《函数的概 念》的 教 学，创 设 如 下 的 情 景 和 问

题．
情景１：我们生活在这个世界上，每时每刻都在

感受变化，请大家看下面的实例：
（１）太阳从东方冉冉升起，随着时间的变化，太

阳的高度在变化．
（２）南京市一年 四 季 人 们 穿 着 的 变 化，气 温 随

着时间在悄悄变化．
（３）我国国民经济值（ＧＤＰ）逐年上升（统计折

线图）．
问题１：这些变化着的现象，说明什么？

情景２：现实生活中，我们遇到下列问题：
（１）估计人口数量变化趋势是我们制定一系列

相关政策的依据，从人口统计年鉴中可以查得我国

从１９４９年至１９９９年人口数据资料如下表，你能根

据这个表说出我国人口的变化情况吗？下表是１９４９
年至１９９９年人口数据表：

年份 １９４９　 １９５４　 １９５９　 １９６４　 １９６９　 １９７４　 １９７９　 １９８４　 １９８９　 １９９４　 １９９９

人口数／百万 ５４２　 ６０３　 ６７２　 ７０５　 ８０７　 ９０９　 ９７５　 １０３５　 １１０７　 １１７７　 １２４６
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（２）一物体从静止开始下落，下落的距离ｙ（ｍ）
与下 落 时 间ｘ（ｓ）之 间 近 似 地 满 足 关 系 式ｙ ＝
４．９ｘ２，若一物体下落２ｓ，你能求出下落的距离吗？

问题１：在 上 面 的 例 子 中，是 否 确 定 了 函 数 关

系？为什么？

问题２：如何用集合的观点来理解函数的概念？

问题３：如何用集合的语言来阐述上面２个例子

中的共同特点？

问题４：如何用集合的观点来表述函数的概念？

这里是从生活中的实例出发，使学生感受生活

中的数学，用数学的眼光来观察、分析生活中的事件

及变化，抽象出函数的集合定义，构建函数的一般概

念，强调对应的观点，突出函数是刻画现实世界中量

与量之间关系的模型．
【案例６】
《瞬时速度》的教学，可以设计如下的问题串．
情景：在高台跳水运动中，已知运动员相对于水

面的高度ｈ（ｍ）与起跳后的时间ｔ（ｓ）存在关系ｈ（ｔ）

＝－４．９ｔ２＋６．５ｔ＋１０．

问题１：计算ｔ∈ ［０，６５４９
］时的平均速度珔ｖ；

问题２：你认为通过平均速度珔ｖ来描述其运动状

态有什么问题？

问题３：如 何 计 算ｔ＝２附 近 某 段 时 间 间 隔 内

（［２，２－Δｔ］或［２，２＋Δｔ］）的平均速度珔ｖ？

问题４：当Δｔ无限趋近于０时，平均速度珔ｖ有怎

样的变化趋势？

问题５：什么叫做瞬时速度？如何计算在ｔ＝ｔ０
时的瞬时速度？

问 题６：函数ｆ（ｘ）在ｘ＝ｘ０ 处的瞬时变化率怎

样表示？

这里根据学生的生活经验，通过实际背景创设

丰富的问题情景，引导学生用心体会“无限趋近”的

过程中所蕴含的“有限与无限”、“量变到质变”、“近

似与精确”的思想，从中抽象出函数在某点处的 瞬

时变化率，即导数；在这个过程中，让学生学会了用

变化和发展的观点来感受和领悟数学的思想，认识

导数概念的实质，发展了数学素养．
【案例７】
《直线与平面平行的性质定理》的教学，可以设

计如下的探究性问题串．
问 题１：如果直线ｌ与平面α平行，那么直线ｌ与

平面α内的直线具有怎样的位置关系？（学生经过思

考，很容易得到：直线ｌ与平面α内的直线平行或异

面．）

问题２：在平面α内，哪些直线与直线ｌ平行呢？

（学生经过讨论得出：平面α内与直线ｌ平行的直线

一定与直线ｌ共面．）

问题３：怎样在平面α内找到与ｌ共面的直线呢？

（学生尝试后发现：过直线ｌ作一个平面与平面α相

交，那么交线与直线ｌ共面．）

问题４：如何证明交线与直线ｌ平行？（通过学生

的一系列思、做，发现、证明了直线与平面平行的性

质定理．）

问题５：用自 然 语 言 说 出 直 线 与 平 面 平 行 的 性

质定理．（定理略）

问题６：分别用图形和数学符号表示上述性质．
（略）

这个过程在问题的“导向”下，充分体现了学生

学习的主体性和自主性，学生通过探索、思考、合作

等，经历了自主探究、自行发现的过程，加深了对定

理的理解；这个过程既涉及认知层面，又渗透了主体

的情感、态度、意志等心理因素，让学生的身心素质

得到了提高．
３．基于问题导向的变式练习

例１　 在 △ＡＢＣ中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边为ａ，

ｂ，ｃ，若ａ＝１，２ｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ．
（Ⅰ）求Ａ；（Ⅱ）求 △ＡＢＣ周长的取值范围．
解析 　（Ⅰ）思 路１（角 化 边）　 由ｃｏｓ　Ｃ ＝

ａ２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ

，ａ＝１，２ｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ，得：ｂ２＋ｃ２－１

＝ｂｃ，所 以ｃｏｓ　Ａ ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ ＝ｂ

２＋ｃ２－１
２ｂｃ ＝

１
２
，故Ａ＝ π３．

思路２（边化角）　 注意到ａ＝１，２ｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝
２ｂ，则有２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ，由正弦定理得：

２ｓｉｎ　Ａｃｏｓ　Ｃ＋ｓｉｎ　Ｃ＝２ｓｉｎ　Ｂ．
又因为Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝π，所以

２ｓｉｎ　Ａｃｏｓ　Ｃ＋ｓｉｎ　Ｃ＝２ｓｉｎ（Ａ＋Ｃ），
故可得ｓｉｎ　Ｃ＝２ｓｉｎ　Ｃｃｏｓ　Ａ．

又ｓｉｎ　Ｃ≠０，所以ｃｏｓ　Ａ＝ １２
，故Ａ＝ π３．

（Ⅱ）问题转化为求ｂ＋ｃ的取值范围．

思路１：因为ａ＝１，Ａ＝ π３
，由正弦定理得：ｂ＝

槡２　３
３ｓｉｎ　Ｂ

，ｃ　＝ 槡２　３
３ｓｉｎ　Ｃ．

所以
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ｂ＋ｃ＝ 槡２　３
３
（ｓｉｎ　Ｂ＋ｓｉｎ　Ｃ）

＝ 槡２　３
３
［ｓｉｎ　Ｂ＋ｓｉｎ（２π３－Ｂ

）］

＝２ｓｉｎ（Ｂ＋π３
），

因为Ｂ∈（０，２π３
），Ｂ＋π６ ∈

（π
６
，５π
６
），因此ｂ＋

ｃ∈ （１，２］，故ａ＋ｂ＋ｃ∈ （２，３］．
因此，△ＡＢＣ周长的取值范围为（２，３］．
思 路２　由ｂ２＋ｃ２－１＝ｂｃ得（ｂ＋ｃ）２＝３ｂｃ＋

１≤３４
（ｂ＋ｃ）２＋１，解得ｂ＋ｃ≤２，以上两个不等式

均为当且仅当ｂ＝ｃ时等号成立．又ｂ＋ｃ＞ａ＝１，

因此ｂ＋ｃ∈ （１，２］，故ａ＋ｂ＋ｃ∈ （２，３］．
因此，△ＡＢＣ周长的取值范围为（２，３］．
通过解题思 路 的 选 择（一 题 多 解）克 服 学 生 的

思维定势，让学生可以从多角度、多途径寻求解决问

题的方法，总结解题的规律，优化解题的方法，提高

分析问题、解决问题的能力，使思维的发散性和创造

性增强，进而提升学生的数学核心素养．
作为解题课或复习课，学生可以在解决某一个

具体的问题后，对其进行反思，也就是我们常说的题

后反思，反思问题的设计、问题的解决等，这里要说

的是，是否能在对问题的深刻解决中把问题延伸或

拓展呢？比如，把问题变式或拓展，以例１为例变式．
问题的变式是通过对某几个知识点设置成不同

的问题情境，通过对知识点挖掘问题所隐含的不同

解决思路、方法或策略，从不同的角度理解、深化认

知，拓展思维，在学生的探索、讨论、合作学习等途径

中，拓宽视野，激发探究意识，获取成功的喜悦，使学

生的学习走向深度，提升数学核心素养．例１中的条

件ａ＝１，２ｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ就是为了求得Ａ ＝ π３
，像

这样的设置条件很多，由于三角公式的丰富，在这里

可以把条件改变，得到如下的变式．
变式１　 在 △ＡＢＣ 中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边为

ａ，ｂ，ｃ，若ａｃｏｓ　Ｃ＋槡３ａｓｉｎ　Ｃ＝ｂ＋ｃ．
（Ⅰ）求Ａ；
（Ⅱ）若ａ＝１，求 △ＡＢＣ周长的取值范围．
变式２　 在 △ＡＢＣ 中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边为

ａ，ｂ，ｃ，若４ｓｉｎ２Ｂ＋Ｃ２ －ｃｏｓ　２Ａ＝ ７２．

（Ⅰ）求Ａ；

（Ⅱ）若ａ＝１，求 △ＡＢＣ周长的取值范围．
变式３　 在 △ＡＢＣ 中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边为

ａ，ｂ，ｃ，向 量 ｐ＝ （ｃｏｓＡ２
，ｓｉｎＡ２

），ｑ＝ （ｃｏｓＡ２
，

－ｓｉｎＡ２
），且ｐ与ｑ的夹角为π

３．

（Ⅰ）求Ａ；
（Ⅱ）若ａ＝１，求 △ＡＢＣ周长的取值范围．
变式４　 在 △ＡＢＣ 中，角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边为

ａ，ｂ，ｃ，若ａｃｏｓ　Ｃ＋槡３ａｓｉｎ　Ｃ＝ｂ＋ｃ．
（Ⅰ）求Ａ；

（Ⅱ）若ａ＝１，△ＡＢＣ的面积为槡３
４
，求ｂ，ｃ的值．

通过对解题思路的深刻剖析，得到一“小类”问

题的解决规律，让学生体会当问题的条件发生了某

些“非关键 性”的 变 化，对 问 题 的 解 决 思 路 没 有 影

响，但是条件间的影响还是很大的，由此看来每个问

题中的条件之间的关联性还是非常紧密的．所以，在
解决数学问题的过程中，要仔细分析各个条件以及

条件间的关联度．
追 问１：在例１中，如果把条件“ａ＝１”改为“ａ＝

２”，让所求的Ａ还是π
３
，条件“２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”将

如何进行改编？倒推，由Ａ＝π３
得：ｂ２＋ｃ２－４＝ｂｃ，

由前面的 第（Ⅰ）问 的 思 路２猜 想，是 否 将 原 条 件

“２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”变为“４ｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”即可？经

验证显然可行，只是第（Ⅱ）问的答案变为了（４，６］．
追问２：在例１中，保持两个已知条件得个数和

所求的Ａ＝π３
不变，如果把条件“２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”

中的某个数字系数改变，是否要将条件“ａ＝１”进行

怎样的改编？如将“２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”变为“ｃｏｓ　Ｃ＋
ｃ＝ｂ”，经过推算“ａ＝１”不变即可．参照如此的改

法将“２ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝２ｂ”变为“ｍｃｏｓ　Ｃ＋ｃ＝ｍｂ（ｍ是

任意的正整数）”，经过推算条件“ａ＝１”改为“ａ＝
ｍ”即可．

像这种简单的“命题”训练，可以让学生真正理

解知识间的有机联系，激发以往的知识和思维经验，

在掌握知识的同时领悟到知识背后的方法、思想与

价值，进而提高学生的逻辑推理能力、创造能力和积

极探索的精 神．其 实，这 样 的 过 程 可 以 看 作 是 一 个

“研题”的过程，从一题多解、一题多变到自主“命题”．
（下转１０页）
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基于数学核心素养的课堂教学研究
——— 以一道统计案例的教学为例

王 洪 军
（内蒙古自治区呼和浩特市内蒙古师范大学附属中学，０１００２０）

　　 一、引言

《普通高中数学课程标准（２０１７年版）》中指出：
“学科核心素养是育人价值的集中体现，是学生通过

学科学习而逐步形成的正确价值观念、必备品格和

关键能力．数学学科核心素养是数学课程目标的集

中体现，是具有数学基本特征的思维品质、关键能力

以及情感、态度与价值观的综合体现，是在数学学习

和应用的过程中逐步形成和发展的．”基于此，将高

中数学核心素养确定为数学抽象、逻辑推理、数学建

模、直观想象、数学运算和数据分析这六个方面，同

时，从以前的“双基”（即数学基础知识与数学基本技

能）拓展为现如今的“四基”（即数学基础知识、基本

技能、基本思想和基本活动经验），这为发展学生的

数学核心素养奠定了基础，在教学中以问题为载体，

进一步提高学生从数学的角度发现和提出问题的能

力，分析和解决问题的能力（即“四能”），其实问题解

决的过程就是培养学生能力、发展数学核心素养的

过程．从这些转变中我们能够感觉到数学教育的终

极目标是，当一名学生学习数学之后，即便他将来从

事的工作与数学无关，也应当会用数学的眼光观察

世界，会用数学的思维思考世界，会用数学的语言表

达世界．因此，对 一 线 教 师 的 数 学 教 学 就 提 出 了 更

高的要求：要把握数学内容的本质；创设合适的教学

情境、提出合理的问题；启发学生独立思考，鼓励学

生与他人交流；让学生掌握知识技能的同时，感悟数

学的本质；让学生积累数学思维经验，形成和发展数

学核心素养．
本文以一个统计案例为载体，尝试说明如何将

数学核心素养贯穿于教学中，与读者交流．
二、案例设计及分析说明

案例１　 在池塘中随机地捕捞５００条鱼，做上

记号后再放入池中，待充分混合后，再捕捞１０００条，

结果发现其中有７２条鱼带有记号，试问池塘中可能

有多少条鱼？

这是学生在初中就见过的一个案例，因此，对高

中学生而言轻而易举就会得到答案，如果对问题轻

描淡写地一带而过，就丧失了提升数学素养的时机，

对于这个熟悉的问题，我们不妨从更一般的角度阐

述解答的合理性，也就是将数学抽象、逻辑推理等数

学核心素养贯穿其中，基于此，这里先将问题抽象为

一般情况：

设池中有Ｎ 条鱼（Ｎ 是未知量），其中ｒ条带有

记号，随机地捕捞到ｓ条，发现ｘ条带有记号，用上述

信息来估计Ｎ．
要解决上述问题，可以从下面两个不同的角度

进行阐述：

一是替换原理，既然样本可以较好地估计总体，

那么可以用样本中的比例ｘ
ｓ

代替总体中的ｒ
Ｎ
，这种

想法学生 易 于 接 受，进 而 可 得 Ｎ 的 估 计 量 Ｎ^ ＝

［ｒｓ
ｘ
］，其中［ｒｓ

ｘ
］表示不超过ｒｓ

ｘ
的最大整数．

二是 基 于 统 计 学 中 点 估 计 的 最 大 似 然 估 计

（ｍａｘｉｍｕｍ　ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ　ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ），在参数统计推断

问题中，它是建立在这样一种直观想法的基础之上：

假定一个随机试验有若干个可能的结果ω１，ω２，…，
如果在一次试验中出现结果ω１，那么一般认为试验

条件对“结果ω１ 出现”最有利，即这个试验中“出现

ω１”的概率（站在试验前的立场上考察）最大．这种

想法很自然也很合理，但是在数学上需要的预备知

识较多．
用随机变量Ｘ表示捕捞到的ｓ条鱼中带有记号

的鱼的条数，则Ｘ服从超几何分布：

Ｐ（Ｘ＝ｘ）＝Ｃ
ｘ
ｒＣｓ－ｘＮ－ｒ
ＣｓＮ

，

其中ｘ为整数，且ｍａｘ｛０，ｓ－（Ｎ－ｒ）｝≤ｘ≤
ｍｉｎ｛ｒ，ｓ｝．

它是关于Ｎ 的函数，令Ｌ（ｘ；Ｎ）＝Ｃ
ｘ
ｒＣｓ－ｘＮ－ｒ
ＣｓＮ

，我

８ 数学通讯 —２０１９年第５期（下半月）　 　 　　　　　　　　·教育教学研究·



们可以认为Ｎ 的真值应该使得上述概率达到最大，

则取Ｌ（ｘ；Ｎ）达到最大的Ｎ^作为Ｎ的估计量．但是

借助导数较为复杂，现用如下方法：

Ａ（ｘ；Ｎ）＝ Ｌ（ｘ；Ｎ）
Ｌ（ｘ；Ｎ－１）＝

（Ｎ－ｒ）（Ｎ－ｓ）
Ｎ（Ｎ－ｒ－ｓ＋ｘ）

＝ Ｎ２－（ｒ＋ｓ）Ｎ＋ｒｓ
Ｎ２－（ｒ＋ｓ）Ｎ＋Ｎｘ

．

当且仅当Ｎ＜ｒｓｘ
时，Ｌ（ｘ；Ｎ）＞Ｌ（ｘ；Ｎ－１），

当且仅当Ｎ＞ｒｓｘ
时，Ｌ（ｘ；Ｎ）＜Ｌ（ｘ；Ｎ－１），可知

Ｌ（ｘ；Ｎ）在ｒｓ
ｘ

附近取得最大值，注意到Ｎ 只能取正

整数，因此，Ｎ 的估计量Ｎ^ ＝ ［ｒｓｘ
］．

上述两种思路所得到的Ｎ 的估计量是一致的，

将案例 中 的 数 值 代 入 可 得 Ｎ^ ＝ ［５００×１０００７２
］＝

６９４４，即池塘中鱼的总数约为６９４４条．
许多数学家、数学教育家（如荷兰的弗赖登塔尔

（Ｈａｎｓ　Ｆｒｅｕｄｅｎｔｈａｌ））都倡导数学教学要重视知识

的发生过程，这样，学生不仅能够了解知识是怎么来

的，为什么有，而且通过参与知识的发生过程能够实

现某种程度的再 创 造．因 此，教 学 中 应 重 视 学 生 基

本活动经验的培养，数学活动经验不仅仅是解题经

验，更重要的是在多样化的数学活动中去思考、去探

索、去发现结论 的 经 验．学 生 在 积 累 数 学 活 动 经 验

的过程中所获得的丰富而有价值的经验往往是孕育

素养、形成智慧、进行创新的重要基础．
以案例１为基础，我们可以设计一个统计活动，

让学生经历数学建模、数据收集与处理等一系列活

动，更好地挖掘典型问题的育人功能．
案例２　 让学生以小组为单位用围棋子进行模

拟试验（类比估计池塘中鱼的数目），每组学生领到

一袋围 棋 子（共１４０颗，其 中 黑 棋 子２５颗，白 棋 子

１１５颗），学生只知道有２５颗黑棋子，每次从袋子中

随机摸出２０颗棋子，记录黑棋子的数量，将棋子放

回并摇匀，再摸第二次、第三次、……，将这种操作进

行１０次，要求他们根据所得到的数据估计袋子中围

棋子的个数．
假设一组学生进行上述试验记录的结果（即黑

棋子的数量）为２，２，５，４，４，２，１，４，２，３，这时如何根

据这１０组数据估计袋子中围棋子的个数？

方案一 　 先 将 上 述１０组 数 据 取 平 均 值 可 得

１
１０
（２＋２＋５＋４＋４＋２＋１＋４＋２＋３）＝２．９，再

利用公式可得Ｎ^＝［２５×２０２．９
］＝１７２，则袋子中围棋

子的个数约为１７２．
方案二 　 先按公式计算出每次的估计值，即估

算出袋子 中 围 棋 子 的 个 数 分 别 约 为２５０，２５０，１００，

１２５，１２５，２５０，５００，１２５，２５０，１６７，再 将 这１０个 估 计

值取平均值，可得

１
１０
（２５０＋２５０＋１００＋１２５＋１２５＋２５０＋５００＋

１２５＋２５０＋１６７）≈２１４．
上述两种方案所得结果差别较大，相对来说，利

用方案一估计的结果与真实值较为接近，由此可以

引导学生思考如下问题：
（１）按上述试验 估 计 围 棋 子 的 个 数 时，利 用 方

案一所得结果是否每次都比利用方案二所得结果更

接近真实值？

（２）在篇首的案 例 中，只 做 一 次 试 验 通 过 所 得

结果估计池塘中鱼的数目，这种做法是否可靠？

（３）在实际问题中，要估计池塘中鱼的个数，方

案一和方案二哪个可行？

对于第（１）个问题，抽象为一般情况：设袋子中

有Ｎ个围棋子（Ｎ是未知量），其中ｒ个是黑棋子，将
如下试验重复ｎ次：每次随机地从袋子中取出ｓ个棋

子，记录其中黑棋子的个数ｘｉ，其中ｉ＝１，２，…，ｎ，

之后放回摇匀，再继续抽取．用上述信息来估计Ｎ．
利用方案一的处理方法可得

Ｎ^１ ＝ ［ ｒｓ
１
ｎ
（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｎ）

］；

利用方案二的处理方法可得

Ｎ^２ ＝ １ｎ
（［ｒｓ
ｘ１
］＋［ｒｓｘ２

］＋…＋［ｒｓｘｎ
］），

由不等式知识易知 Ｎ^１ ≤ Ｎ^２，可以得知利用方

案一所得结 果 比 利 用 方 案 二 所 得 结 果 更 接 近 真 实

值．
对于第（２）个问 题，从 所 作 的 估 计 围 棋 子 的 试

验中能 够 看 到，每 次 的 估 计 值 差 别 较 大（最 大 的 是

５００，最小的是１００），因 此，只 做 一 次 试 验 通 过 所 得

结果估计池 塘 中 鱼 的 数 目，尽 管 可 行，但 是 相 对 来

说，这种做法不太可靠．
对于第（３）个问题，在实际问题中，方案一不可

行，因为每次捕鱼的条数不一定都是一样的，但是方
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案二仍然可行，此时 Ｎ^２ ＝ １ｎ
（［ｒｓ１
ｘ１
］＋［ｒｓ２ｘ２

］＋…＋

［ｒｓｎ
ｘｎ
］），其中ｓｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为每次捕鱼的条数，

相对来说，利用方案二所得估计量比只做一次试验

所得估计量可靠．
三、如何将学科核心素养贯穿于教学中

如何将学科核心素养贯穿于日常教学之中，这

是很多一线教师特别困惑的地方，结合上述案例谈

谈对这一问题的看法，供读者参考．
首先，数学学科核心素养是在数学学习的过程

中逐步形成的，数学学科核心素养的达成与具体内

容的学习紧密相关，因此，在制定教学目标时要思考

教学内容与哪些数学核心素养的哪个方面有密切联

系，对学生核心素养的发展有哪些贡献．
其次，在设计特定的教学任务时，引导学生提出

和发现问题，分析和解决问题，只有在解决问题的过

程中才能使学生的数学核心素养有效形成．
第三，要特别重视教学过程中给学生创设合适

的情境，以便于学生参与其中并积累基本活动经验，

数学教学情境是多样化的，包括现实的、数学的、科

学的．例如，概率统计部分有着丰富的现实背景，可

以将实际问 题 作 为 重 要 的 现 实 情 境 贯 穿 教 学 的 始

终；向量部分具有丰富的物理背景，教学过程中可以

将物理情境作为重要的科学情境等等，当然，设计适

合学生实际的情境对教师也是具有挑战性的，需要

我们了解数学与生活、数学与其他学科的联系，要求

我们不断地学习、研究、实践，以提升自身的数学素

养．
第四，数学教学活动重心应从关注教转到关注

学，我们应该把教学活动的重心放在促进学生学会

学习上，学会学习不仅是数学学科核心素养形成的

有效途径，也是数学学科核心素养的综合体现，更是

学生在离开学校进入社会后所必备的关键能力，进

入２１世纪，学会学习已经成为世界各国对高中学生

要求的基本能力，因此，我们可以在教学中探索有利

于促进学生学习的多样化的教学手段，更好地调动

和激发学生的学习兴趣，使其从内心真正地感受到

数学的重要作用，感悟数学的魅力．

参考文献：
［１］史宁中，王 尚 志．普 通 高 中 数 学 课 程 标 准（２０１７

年版）解读［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０１８．
［２］史宁中，陶剑．中学概率与微积 分 研 究［Ｍ］．北

京：高等教育出版社，２０１０．
［３］茆 诗 松，程 依 明，濮 晓 龙．概 率 论 与 数 理 统 计

［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２００４．

（收稿日期：２０１８－１２－１２）

（上接第７页）
从高中生的特点看，学生具备较强的思维能力

和解决问题的能力，适合问题组探究学习方式；将问

题设计成组，更符合高中学段的学情．通过对问题组

的分析、探 究 和 解 决 过 程，能 够 实 现 学 生 的 有 序 思

考、连续思考、有深度思考、批判性思考，促进学生解

决问题能力的提高和思维的发展；学生在解决问题

的过程中能够不断获得学习上的成就感，从而调动

学生学习的积极性；学生之间对疑难问题的探讨，能
够引发学生多角度、多层次的思维碰撞，促进他们对

知识的深层次理解，培养学生的思维能力，提高学习

效率．课堂教学既要有量的保证，更要有质的保证，
效率一定要高．我们必须立足于课堂教学实效，否则

本末倒置，贻害学生．教师在研究问题组设计的过程

中，要系 统 地 把 握 知 识 的 内 在 规 律，提 高 备 课 的 效

益；从学生的问题解决过程去研究问题组的设计，可
以有效避免教师在课堂上“随意问”、“满堂问”等低

效教学行为，提高课堂教学质量，促进高中学生的核

心素养培养．

参考文献：
［１］庄志刚．对高中数学核心素养与教 学 设 计 的 思

考［Ｊ］．数学通讯（下半月），２０１７（４）．
［２］庄志刚 　 于莺彬．基于高中数学核心素养的教

学设 计 研 究 与 实 践［Ｊ］．数 学 通 讯（下 半 月），

２０１７（１２）．
［３］赵春雷．以问题探究为导向的高中 数 学 教 学 研

究［Ｊ］．中国高新区，２０１８（６）．
［４］黄金晶．以问题探究为导向的高中 数 学 教 学 研

究［Ｊ］．读与写，２０１７（７）．
［５］刘兼 　 曹一鸣主编．数学学科知识能力与教学

能力［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０１１．

（收稿日期：２０１８－１２－１７）
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　　 基金项目：南京市教育科学“十三五”规划个人课题《用ＰＣＫ理论提升高中数学青年教师教学能力的研究》（编号：Ｌ／２０１６／２８３）的阶段性成果．

ＰＣＫ视角下的概念知识解析与教学难点突破
——— 以“函数的零点”为例

钱 　 健
（江苏省南京市南京师范大学附属扬子中学，２１００４８）

　　 一、问题的提出

近年来，同课异构是各学校公开课、各区市教研

活动的一种 常 用 形 式．对 于 相 同 的 教 材、相 同 的 课

例，不同的教师往往会有不同的教学设计、不同的着

力点、不同的课堂呈现及不同的教学效能．其表象原

因，一方面在于不同的教师对教材及课例的理解的

差异从而产生不同的教学设计，另一方面在于不同

的教师针对不同的授课对象及课堂上生成性问题随

机采用的教学策略不同；其深层次的根本原因在于

教师学科教学知识（简称为ＰＣＫ）的差异．
那么，教师的学科教学知识（ＰＣＫ）又是如何影

响教师的课前教学设计的呢？本文将以苏教版必修

一３．４．１“函数的零点”概念教学为例进行ＰＣＫ视

角下的概念知识解析，并对其教学难点突破进行策

略设计，以期实现学生科学知识、学习方法与科学素

养等数学学科核心素养培养的最优化．
二、ＰＣＫ的内涵简介

ＰＣＫ 是 学 科 教 学 知 识（Ｐｅｄａｇｏｇｉｃａｌ　Ｃｏｎｔｅｎｔ
Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ）的简称，由美国斯坦福大学教授舒尔曼

教授提出，他认为ＰＣＫ是关于教师如何针对特定的

学科主题及学生的不同兴趣与能力，将学科知识组

织、调整与呈现以进行有效教学的知识，其实质是教

师特有的转化智能，具体内涵包含学科的知识、课程

的知识、学生的知识和教学的知识四部分，其关系如

图１所示，只 是ＰＣＫ并 不 是 这 四 种 知 识 的 简 单 叠

加，而是四种知识的相互嵌套 、相互融合、彼此重组

而形成的具备教师个人特质的个性化知识．
三、ＰＣＫ视角下的“函数的零点”知识解析和教

学框架设计

教材与教师参考书是学科知识、课程知识的核

心载体，因此，在教师日常教学流程中，一般而言教

图１

师首先需要详细分析教材、查阅多种教师参考书，从
而在内容的教育价值、教学目标、科学研究方法与逻

辑思维方法等方面进行详细分析，宏观把控该节内

容在具体教学过程的深度与广度，并在此基础上结

合学生的知识能力现状及可能碰到的认知困难、教

师自身的个性化认知与教学经验等进行系统化课堂

教学设计，从而确立合适的教学手段、选择恰当的教

学策略 以 期 达 到 教 学 效 能 的 最 大 化．在“函 数 的 零

点”这一节，我们从ＰＣＫ的视角进行深度解析并进

行教学框架宏观设计，具体内容如下．
（１）学科的知识

其核心在于教育价值与教学目标两方面．“函数

的零点”的教育价值在于让学生经历一个从“形”到

“数”的认识过程，通过观察、比较、抽象、概括，让学

生构建一个直观想象到数学抽象的思维过程，培养

学生的数学学科素养．而教学目标又可细分为知识

目标与方法目标，从知识目标方面来看，明确函数的

零点的概念、函数的零点与方程的根的关系、零点存

在性定理．旨在让学生学习用函数的性质解决方程

在某一区间上是否有解的问题，体会方程与函数的

联系；从方法目标方面来看，通过本节“函数的零点”
定义过程的 学 习，进 一 步 体 会 化 归 与 转 化、数 形 结

合、函数与方程在解决数学问题时的意义和价值．
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（２）课程的知识

其 核 心 是 了 解 前 后 知 识 联 系 与 基 本 的 研 究 方

法．“课标”中内容标准［１］ 对“函数与方程”（第１课

时）一节教学目标的定位是：结合二次函数的图像，
判断一元二次方程根的存在性及根的个数，从而了

解函数的零点与方程根的联系．函数是中学数学的

核心概念，核心的根本原因就在于函数与其他知识

具有广泛的联系，而函数的零点就是其中的一个链

结点．“函数与方程”作为函数应用的开篇，是学 生

在系统地掌握了函数的概念及性质、基本初等函数

后，更深入学习方程的根与函数关系的需要，并结合

函数的图像和性质来判断方程的根的存在性及根的

个数，从而掌握函数在某个区间上存在零点的判定

方法．为下一节“二分法求方程的近似解”和后续学

习“算法”提供 了 认 知 基 础．其 内 隐 的 基 本 方 法（特

殊到一般，数 形 结 合，函 数 与 方 程）、问 题 分 析 思 路

（多视角观察、图形特征转化为代数表示）有形到数

的交错分析，都很好地契合了现实生活问题的解决

过程．
（３）学生的知识

其核心是教师要了解学生当前的认知现状与新

知的差距，预判学生在新知学习过程中可能遭遇到

的困难．学生初中已了解二次方程的根即为二次函

数与ｘ轴交点的横坐标，并且解决过“当函数值为０
时求相应自变量的值”这类问题，同时学生系统 地

掌握了部分初等函数的概念及性质，都为本节课提

供了一定的知识基础；同时，此时学生的数学能力发

展正处于形象思维向抽象思维转换．函数零点存在

性定理的探 究 过 程 中，如 何 将“图 像 特 征”转 化 为

“代数表示”以及对定理条件是充分不必要的理解，
对学生来说是困难的．

（４）教学的知识

其核心是教师根据学生知识与学科知识、课程

知识之间的差距，选择合适的教学手段、恰当的教学

策略，将学生难以理解的知识与方法转化为学生易

于接受或理解的方式，从而降低思维梯度，实现教学

效能的最大化．因此，教师需要在深入分析“函数的

零点”的学科知识、课程知识与学生知识的基础上，
在教育学、心理学及教学设计理论的指导下，综合利

用自己的学科教学知识进行教学主线设计，以期实

现教学难点的突破．
四、ＰＣＫ视角下的“函数的零点”教学难点突破

策略设计

１．将课堂教学重难点进行分解是突破难点的前

提

教材对函数与方程的内容安排有一个逐步认识

的过程，由浅入深、循序渐进，从学生认为较简单的

一元二次方程与相应的二次函数入手，由具体到一

般建立一元二次方程的根与相应的二次函数零点的

联系，然后将其推广到一般方程与相应的函数的情

形．显然“课标”中的目标定位是笼统的、不清晰的，
要确保相当高的目标达成，必须要对此目标进行分

解，转化为具体的、可直接指导课堂教学的、对达成

情况可进行评价的子目标．结合课标的要求和教学

活动设计，笔者把本节课的课标要求分解为如下９
个小目标：

（１）结合二次函 数 的 图 像，判 断 一 元 二 次 方 程

根的存在性及根的个数．
① 通过“画一 画”，重 温 二 次 函 数 图 像 的 画 法，

回顾利用判别式的符号判断一元二次方程根的存在

及根的求法；

② 通过“议一议”，体会二次函数的图像和ｘ轴

交点的横坐标与一元二次方程根的关系；

③ 通过“猜一猜”，感受从特殊到一般的数学研

究思路，理解一般函数ｙ＝ｆ（ｘ）的零点的概念．
（２）了解函数的零点与方程根的联系．
① 通过概念辨析，体会零点的定义本质．
② 通过例１（见后面）的探究，感受二次函数零

点的判断方法及求解方法．
③ 通过变式１（见后面）的探究，感受二次函数

在给定区间上零点的存在判定方法，为研究零点存

在定理提供从一般到特殊的研究思路．
④ 通过寻求零点存在定理探究活动，激发学生

的探究兴趣和求知欲望；体验知识的生成过程，从中

感受合作学习的快乐．
⑤ 通过例２及练习，应用零点存在定理解决问

题，体验学习的成就感，增强学习数学的自信．
⑥ 通过变式２的探究，感受零点存在定理的不

可逆性，理解“存在”的本质．
在“特殊到一般＋数形结合”宏观思路的指引

下进行“复习旧知识，学习新知识”，在此过程逐步完

成研究方法的迁移、研究对象的甄选、细微问题的解

决、学生认知困难的降阶，从而从ＰＣＫ的视角精准

突破概念的教学难点．
２．围绕教学难点进行学生活动设计是突破难点

的保证

教学难点突破的落实关键看学生“学”的情况．
基于弗赖登塔尔的教育理论［５］：数学教育方法的核
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心是学生的再创造．教师不应该把数学当作一个已

经完成了的 形 式 理 论 来 教，不 应 该 将 各 种 定 义、规

则、算法灌输给学生，而是应该创造合适的条件，让

学生在学习数学的过程中用自己的体验和自己的思

维方式重新创造数学知识．
基于此，教师通过设计恰当的学生活动，为学生

搭建逻辑连贯的思维平台，把数学的学术形态转化

为学生易于接受的教育形态，在冰冷的美丽与火热

的思考之间寻找平衡点．学生学习数学是一个经验、
理解和反思并不断提高的过程，强调以学生为主体

的学习活动对理解数学的重要性，强调激发学生主

动学习的重要性．
【活动１】
画一画 　 画下列函数的图像（草图）：
（１）ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－３；　　
（２）ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ＋１；　　
（３）ｆ（ｘ）＝ｘ２－ｘ＋１．
议一议 　（１）二次函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－３的

图像与一元二次方程ｘ２－２ｘ－３＝０的根有什么关

系？

（２）二次函数ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ的图像与一

元二次方程ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＝０的根有什么关系？

（此时教师给出二次函数零点的概念）
猜一猜 　 你认为一般函数ｙ＝ｆ（ｘ）的零点如

何定义？

设计意图 　 通过作图，让学生感受二次函数的

零点的存在，为引出二次函数的零点作铺垫．进而为

引导学生给出一般函数的零点的定义搭建逻辑连贯

的思维平台．紧接着进行概念辨析，并强调零点与点

的区别，进一步强化学生对零点概念的理解．
【活动２】
例１　 求证：二次函数ｆ（ｘ）＝２ｘ２＋３ｘ－７有

两个不同的零点．
变式１　 判断二次函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－１在

区间（２，３）上是否存在零点？

设计意图 　 让学生感受没有区间限制的二次

函数的零点的存在问题和有区间限制的二次函数的

零点存在问题处理上的异同，体现逐步递进，为推出

零点存在定理作铺垫．两个问题放在一起便于比较

分析，符合学生的认知规律，利于实现知识的迁移．
【活动３】
探究 　 满足什么条件时函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间

（ａ，ｂ）上存在零点呢？

设计意图 　 在活动２的基础，放手让学生充分

讨论，并把自己的想法说出来、画出图来，展示给大

家，直到得到大家的一致认可为止．通过同学们的亲

身体验及不同观点间的碰撞，理解零点存在定理的

本质，让学生充分感受零点存在定理的生成过程．
【活动４】
例２　 求证：函数ｆ（ｘ）＝ｘ３＋ｘ２＋１在区间

（－２，－１）上存在零点．
练 习：函数ｆ（ｘ）＝３ｘ－ｘ２ 在区间（－１，０）上是

否存在零点？

设计意图 　 巩固零点存在定理的应用，感受用

零点存在定理解决复杂函数的零点问题．
【活动５】
变 式２　（１）判断函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－２在区

间（１，３）上是否存在零点．
（２）判断函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－２在区间（－２，

３）上是否存在零点．
设计意图 　 通过相互关联的两道题，让学生在

比较中体会零点存在定理的“存在”性；并能感受到

零点存在定理的逆命题不一定成立．从多角度去理

解定理，理解更深刻．
３．对教学难点进行达成分析是突破难点的关键

目前大部分的数学课堂教学重难点达成和实施

之间存在一定的距离，脱节现象时有存在，更重要的

是缺少衡量达成的标准．有效教学的课堂教学需要

难点明确，目标便于落实，易于达成．
对教学的难点达成情况进行分析，制订难点达

成程度的评价标准．通过每一个教学环节，能看出学

生到底有没有得到进步和发展，发展程度如何，能及

时反应课堂教学的达成度和课堂教学中学生学习的

效果，以及难点突破程度．通过教学目标分解，就需

要结合教学环节及授课内容对难点达成情况进行分

析，能及时对课堂进行评价．让细化的教学目标时时

指导教学的每一个环节，也让教学实施始终围绕重

难点的分解进行．否则分解就是空洞的，没有真正的

价值．
以下选取本节课的两个学生活动片段说明难点

达成分析．
片段１：活动３．
探究 　 满足什么条件时函数ｙ＝ｆ（ｘ）在区间

（ａ，ｂ）上存在零点呢？

组织形式：组 织 学 生 画 出 区 间（ａ，ｂ）内 存 在 零

点的不同图像，小组内充分讨论并大胆猜想论证零

点一定存在的条件，小组汇报讨论结果并配以图像

（下转２０页）
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基于数学学科核心素养视角下的深度教学

董荣森 　　　　　　　　　　　 张建良
（江苏省无锡市江苏省怀仁中学，２１４１９６）（江苏省无锡市教育科学研究院，２１４１００）

　　 数学是思维的学科，数学课堂教学是思维的教

学．在大力倡导发展学生数学核心素养的今天，思维

应该是数学核心素养之“魂”、学生关键能力之“核”．
无论过去、现在还是将来，数学课堂教学应该是基于

“思维”的教，围绕“思维”的学，从而让学生获得良

好的思维习惯和思维品质，进而提升学生的学习质

量、生活质量乃至人生境界．但就目前高中数学课堂

教学来说，还存在着一些不同程度的问题，如：在学

习和认知的层次上，很多教师只拘泥于对所教内容

浅层次的了解，满足于对知识的机械记忆，把学习等

同于模仿，把思考弱化为寻找，把评价简化为对错；
在知识建构过程中，部分教师没能很好地引导学生

将脑海中旧知识附着点与新知识附着点进行很好对

接，形成 知 识 网 络 体 系，导 致 部 分 学 生 出 现 所 谓 的

“懂而不会”现象．学习的本义是指通过听讲、思考、
理解、探究和总结去构建知识、获取能力的过程，缺

失了思考与理解的学习就是浅层次学习，缺乏探究

与总结的学习就是低水平的认知．发展学生的数学

核心素养，培养学生的关键能力，显然靠浅层次的课

堂教学是无法顺利达成的．
因此，实施深度课堂教学，不仅可以更好地引导

学生进行深度学习，不断地提升数学课堂教学品质，
丰富数学课堂教学的思维内涵，提高设计问题的思

维含量，形成有效乃至高效的数学活动，而且能够在

发展学生数学核心素养、提升学生关键能力的新征

程中发挥真正作用．下面结合教学案例，就深度教学

的实施谈几点认识，以飨读者．
一、透过表征揭示本质，实施深度理解，提升数

学抽象素养

问题是数学的心脏，可以这么说：“没有问题就

没有数学”．鲍波尔曾说过：“正是问题激发我们去学

习、去实践、去观察．”因此，在数学课堂教学中，我们

必须坚持以问题为导向，引导学生对问题不同表达方

式进行合理表征，牢牢把握数学问题的本质，以便顺

利地解决问题，促进学生对所学知识的深度理解．
【案例１】　 直线与圆的有关最值问题．
我们都知道，圆外一定点到圆上动点的距离的

最大值为该点到圆心的距离加上半径，最小值为该

点到圆心的距离减去半径．
例１　（２０１８年 扬 州 市 一 模 第１２题）已 知 正

△ＡＢＣ的边长为２，点Ｐ为线段ＡＢ 中垂线上任意

一点，Ｑ为射线ＡＰ上一点，且满足 →ＡＰ· →ＡＱ＝１，则

｜ →ＣＱ｜的最大值为 ．
师：涉及有关向量问题，我们处理的方法一般有

两种：基底法和坐标法．那你们选择哪种方法？

生：坐标法，以ＡＢ所在的直线为ｘ轴，ＡＢ的垂

直平分线为ｙ轴，建立直角坐标系，因为 △ＡＢＣ 的

边长为２，所以点Ｃ的坐标为（０，槡３）．
师：很好，要求｜ →ＣＱ｜的最大值，只要研究动点

Ｑ的轨迹即可．那么如何求出呢？

生：由题意得Ａ（－１，０），Ｂ（１，０），（０，槡３），可设

Ｑ（ｘ，ｙ），Ｐ（０，ｔ），则由 →ＡＰ· →ＡＱ ＝１得（１，ｔ）·（ｘ＋
１，ｙ）＝１，即ｘ＋ｔｙ＝０．又Ｑ为射线ＡＰ上一点，所

以 ｙ
ｘ＋１＝

ｔ
１
，即ｙ＝ｔ（ｘ＋１），代入ｘ＋ｔｙ＝０得

ｘ２＋ｘ＋ｙ２＝０．所以点Ｑ的轨迹是以Ｍ（－１２
，０）为

圆心，ｒ＝ １２
为半径的圆．故

｜ →ＣＱ｜ｍａｘ＝｜ＣＭ｜＋ｒ＝ 槡１３＋１２ ．

变式１　（２０１８年南通一模第１３题）在平面直

角坐标系ｘＯｙ 中，已知点Ａ（－４，０），Ｂ（０，４），从直

线ＡＢ 上一点Ｐ 向圆ｘ２＋ｙ２ ＝４引两条切线ＰＣ，

ＰＤ，切点分别为Ｃ，Ｄ．设线段ＣＤ 的中点为Ｍ，则线

段ＡＭ 的长度的最大值为 ．（答案：槡３　２．）
变式２　（２０１８年苏北七市二模第１２题）如图

１，在 平 面 四 边 形 中，ＡＢ ＝４，ＡＤ ＝２，∠ＤＡＢ ＝
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６０°，ＡＣ ＝３ＢＣ，则边ＣＤ 长的最小值为 ．

（答案：槡６１－３
２ ．）

图１

　

图２

评析 　《普通高中数学课程 标 准》（２０１７年 版）
指出：“数学抽象是指通过对数量关系与空间形式的

抽象，得到数学研究对象的素养．”本案例中涉及的

三道题，考查学生的数学抽象与表征能力，其本质都

是“圆外一定点到圆上动点的距离最值问题”，只不

过是命题者在圆的表征上精心设计，将“具体圆”变

为“隐形圆”，比如，例１通过向量“→ＡＰ· →ＡＱ＝１”给

出，考查向量数量积等知识；变式１通过线段ＣＤ 的

中点Ｍ 的轨迹；变式２通过“ＡＣ＝３ＢＣ”给出，与阿

波罗尼斯圆等数 学 文 化 相 结 合．教 师 在 讲 解 时，如

何发现“隐形圆”是关键，要着力引导学生运用已有

知识对题设条 件（圆 的 其 他 表 征 形 式）进 行 合 理 转

化．教师引导学生总结常见的策略：一是利用圆的定

义；二是动点Ｐ对两定点Ａ，Ｂ的张角是９０°（ｋＰＡ·

ｋＰＢ ＝－１或 →ＰＡ· →ＰＢ＝０）；三是两定点Ａ，Ｂ，动点Ｐ
满足 →ＰＡ· →ＰＢ＝λ；四是两定点Ａ，Ｂ，动点Ｐ满足ＰＡ２

＋ＰＢ２ 是定值；五是两定点Ａ，Ｂ，动点Ｐ满足ＡＰ ＝
λＢＰ（λ＞０，λ≠１），加深学生对这类题的理解．

二、关注思维探寻结论，实施深度思考，提升逻

辑推理素养

在日常教学活动中，有的教师会不自觉地剥夺

了学生的思考，忽视了“思”的过程，忘却了教学 的

本质，常常为了赶进度而用教师的讲解来替代学生

的思考．爱因斯坦曾经说过：“学习知识要勤于思考，
思考，再思考．”因此，我们应 该 把 学 生 的 思 考 作 为

整个教学活动的核心，更多地引导学生思考什么？怎

样思考？思 考 的 结 果 会 怎 样？这 样 的 课 堂 才 是 真 实

的、有效的、智慧的、精彩的．因此，教师必须关注学

生“思”的过程，实施深度思考．
【案例２】圆与圆锥曲线相综合．
如图２，在平面直角坐标系ｘＯｙ中，设点Ｍ（ｘ０，

ｙ０）是椭圆Ｃ：ｘ
２

２４＋
ｙ２
１２＝１

上的一点，从原点Ｏ向圆

Ｍ：（ｘ－ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＝８作两条切线分别与椭

圆Ｃ交于点Ｐ，Ｑ．
（１）若点Ｍ在第一象限，且直线ＯＰ，ＯＱ互相垂

直，求圆Ｍ 的方程；
（２）若直线ＯＰ，ＯＱ 的斜率存在，分别记为ｋ１，

ｋ２，求ｋ１ｋ２ 的值；
（３）试问｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２是否为定值？若是，求

出定值；若不是，说明理由．

答案：（１）圆 Ｍ 的 方 程 为（ｘ± 槡２　２）２＋（ｙ　±

槡２　２）２ ＝８；（２）ｋ１ｋ２ ＝－１２
；（３）ＯＰ２＋ＯＱ２ ＝３６．

在讲解完这道题后，教师继续引导学生深入研

究上述结论的一般性．
师：通过上述计算，我们不难发现ｋ１ｋ２ 是定值，

请同学们观察这个定值与椭圆的基本量ａ，ｂ有什么

关系？｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２ 是定值，它与椭圆基本量ａ，

ｂ又有什么关系？圆Ｍ的半径与椭圆基本量ａ，ｂ的关

系如何呢？

生：ｋ１ｋ２ 为定值－ｂ
２

ａ２
；｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２ 为定值

ａ２＋ｂ２；圆Ｍ 的半径ｒ＝ ａ２ｂ２
ａ２＋ｂ槡 ２．

师：是偶然还是必然呢？你能给予证明吗？

结论 　 设 点 Ｍ（ｘ０，ｙ０）是 椭 圆Ｃ：ｘ
２

ａ２ ＋
ｙ２
ｂ２ ＝

１（ａ＞ｂ＞０）上任意一点，从原点Ｏ向圆Ｍ：（ｘ－

ｘ０）２＋（ｙ－ｙ０）２＝ ａ２ｂ２
ａ２＋ｂ２

作两条切线分别与椭圆

Ｃ交于点Ｐ，Ｑ，直线ＯＰ，ＯＱ的斜率分别记为ｋ１，ｋ２．

（１）ｋ１ｋ２ 为定值－ｂ
２

ａ２
；

（２）｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２ 为定值ａ２＋ｂ２．

图３

变式１　 如图３，在平

面直角 坐 标 系ｘＯｙ 中，设

点Ｍ（ｘ０，ｙ０）是椭圆Ｃ：ｘ
２

１６

＋ｙ
２

４ ＝１
上 的 一 点，从 原

点Ｏ向圆Ｍ：（ｘ－ｘ０）２＋
（ｙ－ｙ０）２＝ｒ２ 作两条切线

分别 与 椭 圆Ｃ 交 于 点Ｐ，
Ｑ，直线ＯＰ，ＯＱ 的斜率分别记为ｋ１，ｋ２．

（１）若圆Ｍ 与ｘ轴相切于椭圆Ｃ 的左焦点，求

圆Ｍ 的方程；

（２）若ｒ＝ 槡４　５
５
，① 求 证：ｋ１ｋ２ 为 定 值；② 求
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｜ＯＰ｜·｜ＯＱ｜的最大值．

变式２　 设Ｏ为坐标原点，椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝

１（ａ＞ｂ＞０）的离心率为槡３
２
，以椭圆Ｃ的长轴长、短

轴长分别为两邻边的矩形的面积为８．
（１）求椭圆Ｃ的方程；
（２）若Ｐ，Ｑ，Ｍ 是椭圆上的点，且圆Ｍ 与直 线

ＯＰ，ＯＱ 相切，ｋＯＰ·ｋＯＱ ＝－１４
，求圆Ｍ 的半径．

评析 　《普通高中数学课程 标 准》（２０１７年 版）
指出：“逻辑推理是指从一些事实和命题出发，依据

规则推出其他命题的素养．主要包括两类：一类是从

特殊到一般的推理，推理形式主要有归纳、类比；一

类是从一般到特殊的推理，推理形式主要有演绎．”
我们在讲解例题时不能为解题而解题，而应该鼓励

学生对特殊的结论进行审视与思考，发现问题、提出

问题、探究问题、得出一般性数学结论，进而发展学

生的数学逻辑推理素养．
三、类比猜想精心求证，实施深度探究，提升直

观想象素养

皮亚杰认为，人对知识的接受不外乎“同化”和

“顺应”，知识是由主体和外部世界不断相互作用而

逐渐建构的结果．真正的学习并不只是由教师传授

给学生，而 更 重 要 的 是 出 自 学 生 本 身，让 学 生 自 发

地、主动地学习．教师必须基于学生“行”的需要，营

造学习真正 发 生 的 安 静 场 所，让 学 生 学 会 倾 听，变

“被动学习”为“主动探究”，关注学生品行与探究能

力的发展、关注学生生命的成长．
【案例３】解析几何中三角形面积问题．
背景 　 已知圆Ｏ的方程是ｘ２＋ｙ２＝ｒ２，点Ａ，

Ｂ 是 圆 上 两 点，则 △ＡＢＯ 面 积 的 最 大 值 为

．（答案：１
２ｒ

２．）

探究１　已知圆Ｏ的方程是ｘ２＋ｙ２＝ｒ２，则圆

内接三角形ＡＢＣ面积的最大值为 ．（答案：

ｒ２．）

探究２　已知圆Ｏ的方程是ｘ２＋ｙ２＝ｒ２，则圆

内接四边形ＡＢＣＤ 面 积 的 最 大 值 为 ．（答

案：２ｒ２．）

类比 　 已知椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

，点Ａ，Ｂ是椭

圆上两点，则 △ＡＢＯ面积的最大值为 ．（答

案：１
２ａｂ．

）

探究３　 已知椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

，则椭圆内接

三角形ＡＢＣ面积的最大值为 ．（答案：ａｂ．）

探究４　 已知椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

，则椭圆内接

四边 形ＡＢＣＤ 面 积 的 最 大 值 为 ．（答 案：

２ａｂ．）
评析 　 本案例中教师引导学生通过类比发现

问题、提出问题、探究问题，从圆心与圆上两点三角

形面积的最大值类比到椭圆中心与椭圆上两点三角

形面积的最大值；从圆内接三角形的面积最大值类

比到椭圆内接三角形面积的最大值；从圆内接四边

形的面积最大值类比到椭圆内接四边形面积的最大

值，激发学生的探究之情，自觉进行微探究，促进学

生深度学习，同时，类比思想渗透在本案例中发挥得

淋漓尽致．
四、突出重点展现亮点，实施深度总结，提升表

达反思素养

课堂小结可以说在整节课中起到画龙点睛的作

用，总结得是否到位、是否深刻？直接影响到学生对

本节课知识的掌握程度与理解水平层次．因此，我们

必须站在发展学生素养的高度，突出本节课的重点、
难点、关键点，挖掘本节课所涉及到的数学思想、方

法、策略等．
【案例４】　“微专题：解析几何中三角形面积问

题”课堂小结．
Ａ老师的课堂总结：
一、三角形面积表示方法：

（１）Ｓ△ＯＰＱ ＝ １２×
底×高；

（２）Ｓ△ＯＰＱ ＝ １２ｒ
２ｓｉｎθ；

（３）Ｓ△ＯＰＱ ＝ １２×ＯＭ ×｜ｙＰ－ｙＱ｜
；

（４）Ｓ△ＯＰＱ ＝ １２×｜ＯＡ｜×｜ｘＱ－ｘＰ｜．

二、求目标函数最值方法：

１．导数法；２．基本不等式法；３．函数单调性法．
Ｂ老师的课堂总结：
一、１．三角形面积表示方法的多样性与灵活性；

２．处理三角形面积的最值与范围问题：
（１）构建目标函数；（２）几何方法；（３）面积比的

问题，可以通过“降维”处理．
二、两个意识：１．预判意识；２．优化意识

三、一个思想：类比思想

评析 　 这是两节同课异构微专题课堂总结比
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较，Ａ老师 的 总 结 给 人 的 感 觉 是 显 得 肤 浅、匆 忙 草

率，只是对一些知识和方法简单的罗列；而Ｂ老师的

总结更胜一筹，提升一个档次，深入总结了解题的方

法、解题策略、解题意识和数学思想．
总之，“将外在的学习内容转化为内在的精神力

量”是深度教学和深度学习的永恒追求．在当今新时

代核心素养背景下，要让学生进行深度学习，教师必

须实施深度教学，必须遵循学生认知的一般规律，契

合学生学习的阶段特点，进行深度地备课、以学定教、
循序渐进，引导学生全身心理解、思考、探究、反思，促
成学生高度认知的参与，深度学习才能真实发生．

参考文献：
［１］中华人民共和国教育部．普通高中 数 学 课 程 标

准（２０１７年 版）［Ｍ］．北 京：人 民 教 育 出 版 社，

２０１８年１月．
［２］史宁中，王 尚 志．普 通 高 中 数 学 课 程 标 准（２０１７

年版）解读［Ｍ］．北京：高等教育出版社，２０１８年

５月．
［３］董荣森．精准定位教学，让学习真正发生［Ｊ］．数

学通讯（下半月），２０１８（９）．

（收稿日期：２０１８－１２－０１）

教会学生思考 　 提升课堂质量
——— 基于“任意角的三角函数”同课异构评析

陈小艳 　 周思波
（四川师范大学数学与软件科学学院，６１００６８）

１．引言

南京师范大学涂荣豹教授提到，教学的首要任

务是教学生学会思考，即探寻从无到有或从有到优

的思路，从而帮助学生理解数学本质．
为更好地聚焦高中数学学科核心素养和高中教

学新课标，探究高中数学课堂改革趋势，推进数学教

学改革，提升数学教师的专业素养，成都市锦江区教

师进修校和四川师范大学附属中学联合组织开展了

以核心素养为导向的高中数学研修活动，来自北京

理工大学附中的关老师和四川师范大学附中的李老

师就“任意角的三角函数”一节进行了同课异构，并

邀请了首都师范大学的王尚志教授评课．
２．两位教师的课堂设计

２．１　 李老师的课堂设计

（１）设置情境，引入新课

以摩天轮为背景，将摩天轮近似地看成一个圆

形并将 其 放 在 直 角 坐 标 系 中（圆 心 与 坐 标 原 点 重

合），小强乘坐的车厢位于圆与ｘ轴正半轴的交点，
并在交点处开始逆时针旋转上升，问经过一段时间

后小强所处的位置．
（２）回顾旧知，引发思考

上述问题的解决用到了锐角三角函数，于是教

师顺势引导 学 生 回 顾 初 中 所 学 锐 角 三 角 函 数 的 定

义，在此基础上，本节课以问题串的形式展开教学，
具体情况如下．

问题１　 将锐角三角形放入直角坐标系中，如

何定义ｓｉｎα，ｃｏｓα及ｔａｎα呢？

问题２　 根据上述对ｓｉｎα，ｃｏｓα及ｔａｎα的定

义，对于给定的锐角α，你认为ｓｉｎα，ｃｏｓα，ｔａｎα的值

是否会随着终边上点Ｐ的位置的改变而改变呢？

问题３　 你能否通过选取终边上适当的点而将

ｓｉｎα，ｃｏｓα及ｔａｎα的表达式简化？

解决了上述一系列问题之后，教师自然地过渡

到“用同样的方法对任意角α给出其正弦、余弦和正

切的定义”，然后给出任意角的三角函数的概念．
（３）深入探究，强化概念

得到任意角的三角函数的定义后，教师给出了

相应的例题强化概念，并提出两个思考题．
思考４　 为什么ｓｉｎα是α的函数？其定义域是

什么？

思考５　你能否说出ｓｉｎα，ｃｏｓα和ｔａｎα的符号

与α的终边所在位置的关系？

解决了这两个思考题后，教师给出了相应的例

题并引导学生解决问题，之后教师对本节内容做了
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总结，整堂课伴随着下课铃声结束了．
２．２　 关老师的课堂设计

关 老 师 执 教 的 这 节 课 与 传 统 教 学 方 法 完 全 不

同．首先让同学们合上书本，并讲明本节课只是简单

地和大家聊聊三角函数，同学们只需适当地做些笔

记即可，这一做法给学生们营造了一种轻松愉快的

课堂氛围．关老师的教学活动主要通过几个问题层

层展开．
问题１：你学过哪些函数？它们是怎么定义的？

学生在教师的引导下回顾了曾经学过的正比例

函数、一次函数、二次函数、指数函数、对数函数等，
此外，有的同学也提到了对勾函数及一次分式函数．
通过回顾旧知，教师带领学生总结了上述函数定义

的形式为“一般地，函数 …… 叫作指数函数”、“一般

地，函数……叫作对数函数”等，但这样的函数定义

似乎“不讲理”．
问题２：举例说明你认识的三角函数．

学生轻易地回答了ｓｉｎ　３０°＝ １２
，ｓｉｎ　６０°＝槡３２

等特殊角的三角函数值（问题是三角函数，学生回答

的却是函数值）．然后教师再提问：既然我们前面已

经学过了三角函数，那今天为什么还要讲三角函数

呢？因为前面已经将角度扩展到了任意角，所以我们

现在需要了解的不仅仅是初中所学的锐角三角函数

了，还需要学习任意角的三角函数．
问题３：如果请你给任意角的三角函数下定义，

你准备怎么办？

在教师的引导下，以“终边定义法”而 非“单 位

圆定义法”的形式给出了正弦、余弦、正 切、余 切 以

及正割、余割等六种三角函数的定义．
问题４：知道了任意角的三角函数定义后，你还

想了解关于三角函数的哪方面内容？

教师提示学生按照研究函数的一般思路（函数

的定义域、值域、图象，奇偶性、单调性等）对三角函

数进行研究．
课后思考题：请你根据今天我们的研究思路，自

己研究余弦函数、正切函数的性质，尝试用数学语言

进行表述，并进行简单的证明．
３．课堂评析

３．１　 对李老师的教学过程的评析

李老师的整个课堂流畅自然，从生活事实出发

抽象出数学问题，以问题作引领并且问题设置得当、
层层深入，有一定的启发性，属于传统性教学．总体

而言，李老师的课堂较为成功，顺利地将知识传递给

了学生，但有些地方的设计还有待商榷：

（１）李老师的课堂以同学们都熟悉的摩天轮来

设置问题引入课堂，但引导学生回顾了锐角三角函

数的定义之后就未出现与之相关的内容，有点“为了

情境而情境”的嫌疑，给人的感觉是这一情景的 存

在与否对本节课似乎没有多大影响．
（２）整个教学过 程 与 教 材 类 似，先 由 初 中 所 学

的锐角三角函数为切入点，再将其放在直角坐标系

中研究，然后将点特殊化，用类似初中的定义得到任

意角的三角函数的定义．这样的处理方式会使学生

形成一种错误认知：任意角的三角函数是否是锐角

三角函数的推广呢？因为，在整个教学过程中，李老

师似乎并未强调任意角的三角函数是描述生活中的

周期现象的函数模型．
总的来说，学生从课堂中学到了需要学到的知

识，但学生的主体地位并未得到充分的展现，学生虽

然参与了教学活动，但大多数时间还是教师主导着

整个课堂，学生只是跟着教师的思路被动地学习．
３．２　 对关老师的教学过程的评析

关老师为我 们 呈 现 的“任 意 角 的 三 角 函 数”这

节课的课堂氛围轻松愉悦，与传统的教学方式不同，
给人耳目一新的感觉．本节课以研究函数的方法为

导向，教学过程中多以学生讲解为主，并对学生的回

答进行深入挖掘，学生的主体性得到了充分的展现，
但是学生习惯了传统的课堂，这样的教学方式对于

学生来说不一定都能接受．关老师在本节课中可能

更想教给学生的是研究函数的方法，似乎偏离了本

节课的主题 ——— 任意角的三角函数，笔者认为本节

课的重点应放在教会学生理解三角函数的概念，区

分任意角的三角函数与以前学过的锐角三角函数的

不同之处上，把教学重心放在教会学生研究函数的

方法似乎有失偏颇．
４　 任意角的三角函数的教学设计

在对两位教师的教学进行深入反思的同时，笔

者也查阅了有关“任意角的三角函数”的教学设计，
大致分为两类：一是由初中所学的锐角三角函数过

渡到任意角的三角函数［１］；二是从使用何种函数模

型刻画客观世 界“周 而 复 始”的 变 化 现 象 入 手 来 研

究［２］－［４］．
在“任意角的三角函数”的教学中，需要思考以

下问题：
（１）明确锐角三 角 函 数、任 意 角 的 三 角 函 数 以

及三角函数三者之间的区别与联系．
（２）平面直角坐标系和单位圆为我们理解三角

函数带来了哪些好处？只是在引入概念时起作用，还
是在整个三角函数的教学过程中都起作用？
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对上述问题进行深入思考后，笔者以李老师课

堂中提到的摩天轮为主线，对“任意角的三角函数”
进行了简单的教学设计．

环节一：感悟周期，引入新知．
（在课件 上 呈 现 一 些 呈 周 期 变 化 的 动 态 图 片）

日出日落，寒来暑往，自然界中存在许多“按一定规

律周而复 始”的 现 象，称 为“周 期 现 象”．我 们 曾 用

“指数函数”模型刻画人口增长问题、储蓄中复利计

算问题，用“对数函数”模型刻画地震的震级变 化、
溶液酸碱度的ｐＨ值变化，那么，生活中的周期现象

该用什么样的数学模型进行刻画呢？

环节二：创设情境，建立模型．
周期现象一般与周期运动有关，一个简单而基

本的例子如“圆周上一点的旋转运动”：
假设摩天轮的中心离地面的距离为ｈ０，转轮的

半径为ｒ，逆时针方向匀速转动一周需要３６０秒，若

现在你坐在座舱中，从初始位置点Ａ出发（如图１所

示），求你相对于地面的高度ｈ与时间ｔ的函数关系

式．
如图２，人距离地面的高度ｈ＝ｈ０＋ＭＰ，其中

ｈ０ 是不变量，ＭＰ表示点Ｐ到水平位置的距离，可以

通过点Ｐ旋转∠ＰＯＡ的大小，利用初中锐角三角函

数来计算．

图１

　

图２

随着 时 间ｔ变 化，点Ｐ 的 位 置 在 变 化，角 度

∠ＰＯＡ 在变化，进而ＭＰ 的值在变化．过了５０秒，ｈ
＝ｈ０＋ｒ·ｓｉｎ　５０°；过了７０秒，ｈ＝ｈ０＋ｒ·ｓｉｎ　７０°，
…… 由此猜想经过ｔ秒之后人距地面的高度为ｈ＝
ｈ０＋ｒ·ｓｉｎ　ｔ°．

环节三：继续探究，分析模型．
这样想合情，但合理吗？有什么问题？

随着摩天轮的转动，角度也开始推广到了任意

角．那么对任意角α，ｓｉｎα该如何定义呢？由此引出

任意角三角函数．
对前面的问题继续分析，虽可通过转化为锐角

三角函数计算各种情况，但表述太繁琐，当时间为ｔ
秒时，猜想：ｈ＝ｈ０＋ｒ·ｓｉｎ　ｔ°，形式简洁，与ｈ＝ｈ０
±ＭＰ 比较，要想两者和谐统一，必须有：

ｒ·ｓｉｎ　ｔ°＝±ＭＰ，即ｓｉｎ　ｔ°＝±ＭＰｒ ．

图３

如图３，点Ｐ在圆周上运动，引起 ∠ＰＯＡ 的变

化，任意的某个 ∠ＰＯＡ，对应着唯一点Ｐ，进而有唯

一的ＭＰ，得到ｓｉｎ∠ＰＯＡ＝±ＭＰｒ
，可以用什么量来

代替±ＭＰ，使表述更简洁呢？它的绝对值与ＭＰ 长

度相等，符号在区域 Ⅰ、Ⅱ 是正的，在区域 Ⅲ、Ⅳ 是

负的．
由此引入直角坐标系，用点Ｐ的纵坐标ｙ值来

替代ＭＰ 或－ＭＰ．
环节四：得出定义，多方检验．
能否通过上述求解过程，给出任意一个角的正

弦的定义呢？

首先要借助直角坐标系，把α“放在”直 角 坐 标

系内，接下来，要以原点为圆心作圆，半径为ｒ，与α
的终边上相交于点Ｐ，得点Ｐ的坐标（ｘ，ｙ），那 么，

ｓｉｎα＝ｙｒ
，接下来讨论这样定义的合理性．

（１）当α是锐角时，此规定与初中定义是否矛盾？

答：不矛盾，而且坐标法的引入摆脱了锐角的束

缚．
（２）圆的半径ｒ的大小有限制吗？

根据相似三角形的知识，对于确定的角α，这个

比值不会随点Ｐ 在α的 终 边 上 的 位 置 的 改 变 而 改

变，是唯一确定的．
（３）半径ｒ取多少时，会使得比值更加简洁？

取ｒ＝１，这样的圆称为单位圆．
上述三个问题的解决，印证了之前猜想的正弦

函数的定义的合理性，再引导学生类比正弦函数的

定义，给出任意角的余弦、正切的定义，从而得到任

意角的三角函数的定义．
得到三角函数的定义之后，再引导学生思考解

决：为什么称它们为“函数”，怎样从一般函数概念角

度来理解正弦、余弦、正切函数？

最后，例题以及作业的布置也可围绕摩天轮进

行设计，例如：
（１）若摩天轮每秒旋转０．１ｒａｄ，请问经过１０ｓ、
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２０ｓ之后你所在位置距离地面的高度？

（２）若距离地面的高度为ｈ０＋ｒ２
，这时摩天轮

转动了多长时间？

（３）若从摩天轮 的 最 低 点 开 始 逆 时 针 旋 转，其

他条件都不改变，这时该如何表示所在位置与地面

高度的关系？

５　 教学设计的思考

锐角三角函数是研究三角形各种几何量之间的

关系而发展起来的，任意角三角函数是研究现实中

的周期现象而发展起来的，它们研究的对象不同，表
现的性质也不同［５］．同时，三角函数作为刻画生活中

的周期现象的数学模型，绝不仅仅限制于角的研究．
单位圆及直角坐标系作为数形结合的重要载体，有

助于培养学生的直观想象力，让学生感受到数学的

进步是看得见、摸得着的．
原来的教学是“嚼烂了喂”，现在是“嚼烂了自己

吃”，因此教师既要通过不断的思考将知识背后的联

系、所蕴含的最重要的东西挖掘出来，也要教会学生

思考，从而帮助学生理解数学．

参考文献：
［１］钮兆岭．任意角的三角函数的教学 设 计 与 说 明

［Ｊ］．数学教学通讯，２０１２（２７）：１２－１３，２４．
［２］顾艺玮．感悟概念形成参与问题探究———谈“任

意角的三角函数”教学设计［Ｊ］．中学数学月刊，

２０１６（０９）：３３－３５．
［３］王芝平．构建三角函数刻画周期现象 ——— 任意

角三 角 函 数 概 念 的 教 学 反 思［Ｊ］．数 学 通 报，

２０１２，５１（０１）：２５－２６，１２．
［４］吴洪生．基于核心素养的“任意角的三角函数”

教学 案 例［Ｊ］．中 学 数 学 教 学 参 考，２０１７（２５）：

１４－１７，２３．
［５］章建跃．为什么用单位圆上点的坐 标 定 义 任 意

角的三角函数［Ｊ］．数学通报，２００７（０１）：１５－１８．

（收稿日期：２０１８－１１－２６）

（上接第１３页）
说明，直到得到全体同学的认可为止；视情况可对零

点存在的个数作进一步的探究．
重难点达成分析：学生能积极参与讨论，提出自

己的想法，体验不同的图像和存在零点的关系，能通

过讨论猜想论证 区 间（ａ，ｂ）内 零 点 存 在 的 条 件，即

达成目标（２）④．
片段２：活动５．
变 式２　（１）判断函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－２在区

间（１，３）上是否存在零点．
（２）判断函数ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ－２在区间（－２，

３）上是否存在零点．
组织形式：组织学生先自己解决问题，再进行讨

论比较，从中得出零点存在定理的“逆命题”不一定

成立，从而感受零点存在定理的“存在”的意义．
重难点达成分析：能顺利解决问题（１），并能比

较两问题的本质区别，感受零点存在定理的“存在”
的意义，即达成目标（２）⑥．

五、后语

苏联数学教育家斯托利亚尔指出：“积极地数学

教学，应为数学活动（思维活动）的教学，而不是 数

学活动结果 ——— 数学知识的教学”．高效课堂的根

本是学生对所学知识的体验程度，教学设计就要对

课堂教学内容进行优化重组，要围绕教学难点有针

对性设计学生活动．这样的课堂才能让学生少走弯

路，体验 知 识 的 生 产 过 程，感 受 数 学 知 识 的 来 龙 去

脉，体验思维的过程，保证难点的突破．
数学概念教学设计总是基于学科知识、课程知

识、学生知识三者之上的，教师只有吃透教材教参、
摸清学生知识现状与能力实际，找准教学目标与学

生学情之间的最近发展区，才能充分调动教师个人

ＰＣＫ，利用活动探究、形象类比、逻辑推理、实际情境

等具体教学策略进行教学过程最优化设计，从而为

达到教学效能的最大化提供可能．因此，具有良好的

ＰＣＫ对于有效 促 进 课 堂 教 学 具 有 关 键 性 的 推 动 作

用，作为青年教师的我们，应在平时教育教学中不断

优化自己的ＰＣＫ结构，从而为个人的专业发展提供

助力．

参考文献：
［１］中华人民共和国教育部．普通高中 数 学 课 程 标

准（实验）［Ｍ］．北京：人民教育出版社，２００３．
［２］普 通 高 中 课 程 标 准 实 验 教 科 书·数 学 必 修

１［Ｍ］．南京：江苏教育出版社，２００７．
［３］卓杰．课堂教学目标分解与达成分 析 的 实 践 与

思考［Ｊ］．数学通讯（下半月），２０１６（３）：５－９．

（收稿日期：２０１８－１１－２８）
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传播数学文化 　 启迪数学思维
——— 以高三数学复习课《再探极限思想》为例

顾 彦 琼
（上海市浦东新区惠南镇学海路２８８号 上海南汇中学，２０１３９９）

数学复习课是数学教学中不可或缺的重要环节，

它具有重复性、概括性、系统性和综合性等特点；数学

复习课要在重复和概括的基础上进行梳理，使数学知

识和数学思想方法系统化、综合化．［１］而在数学复习课

中合理整合教材，运用数学文化内容，建立数学文化共

同体，可以让复习课更丰富多彩，更具有系统性，起到

传播数学文化和启迪数学思维的作用．
数学文化与数学课堂文化都有一个共同体的支

撑，数学文化共同体的内核是数学家和数学工作者

组成的数学共同体，而数学课堂文化的共同体是师

生共同体．都是为了更好地理解、掌握数学并促进数

学的应用与发展．其次，数学文化构成了数学课堂文

化的一个基本内核和要素，数学文化作为一种科学

思想的长期积累，有其独特的科学组织和传统，包括

数学知识的创造、记录、流传、交流和传播方式等．［２］

一、“数学文化”复习课课堂教学案例

【教学目标】

１．通过本节课的学习，理解无穷等比数列各项

和的概念，并能熟练运用公式；

２．经历运用极限思想解决各类问题的过程，不

断提高学生的抽象概括、从特殊到一般、逻辑推理和

逆向思维等思维能力，感悟“无限”的魅力；通过 观

察项数无限增大时数列的项的变化趋势，体会有限

与无限、近似与精确、量变与质变的辩证关系；

４．通过了解相关数学及背景知识，提高拓展性

数学内容的多种组合，呈现数学学习的多元化，开阔

数学视野，从而使学生更加热爱数学，体会数学的文

化价值．
【教学重点及难点】

教学重点：理解无穷等比数列各项和的概念与

公式．
教学难点：综合应用极限方法解决具体问题．
【教学方法】

教法：启发诱导、问题驱动．

学法：自 主 体 验、归 纳 生 成、抽 象 概 括、合 作 交

流、自主探究、反思总结．
【教具准备】

电脑、多媒体课件、课本．
【教学过程】
（Ⅰ）极限思想的回顾

导语：我们在高二的学习及高三第一轮复习中，

从直观描述上理解了数列极限，会求无穷等比数列

各项和，今天我们再从历史到课堂，从高考模拟题到

现实世界中去再次体会极限思想的光芒．
设计意图：告知学习者目标，给学生呈现学习目

标传达了对 学 习 者 表 现 出 的 知 识 和 技 能 的 一 种 期

望．告知学习者目标只需要很少时间，而且陈述目标

的行为可能有助于教师把教学维持在教学目标上．
１．趣味问题 ——— 引起注意

引出数学史一个经典问题“芝诺悖论”的“阿喀

琉斯追龟”问题：“假设一开始阿喀琉斯距乌龟１０００
米，阿喀琉斯的速度是乌龟的１０倍．问：阿喀琉斯在

何处追上乌龟？”

设计意图：通过对数学历史上的趣味问题的提

出，与小学数学学习阶段的同向追击问题对比冲击，

让学生感受无穷等比数列各项和在解决数学问题中

的应用．体验、探索具体问题中的数量关系和变化规

律，能选 择 适 当 的 知 识 去 解 决 问 题，转 化 为 等 比 数

列，揭示性质，并熟练运用公式求值．既引出本节课

的课题，也更加吸引了学生的注意力，激发了学生的

好奇心，使其主动参与到本节课的学习中来．
２．巩固旧知 ——— 提出问题

让学生从前面熟悉的追击问题中寻找无穷等比

数列求和与极限的关系，进而提出问题，可以在二维

中体会运用极限思想．
设计意图：通过对一维模型的分析感知，注重知

识的前后联系，有利于提高无穷等比数列各项和的

应用，促进学生思维的数学化．
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（Ⅱ）极限思想的综合应用

１．回归教材 ——— 体验应用

例１　 如图１，在Ｒｔ△ＡＢＣ内有一系列的正方

形，它们的边长依次为ａ１，ａ２，…，ａｎ，…．若ＡＢ＝ａ，

ＢＣ＝２ａ，求所有正方形的面积的和．

图１

　

图２

设计意图：通过教材中的原有例题（例题选自沪

教版高中数学课本高中二年级第一学期４８页例４），

回顾教材，温故知新，创造学生重新学习教材和理解

极限概念的机会．这样既使得高三复习课能体现注

重基础，注重数学通性通法的本质，又可以让学生重

视教材，重视概念，走出高三第二轮复习进行“题海

战术”的误区．
让学生板演交流感受形成共识：① 求正方形面

积的和转化为无穷等比数列求和问题；② 从特殊到

一般，从找到ａ１，ａ２ 的关系到确定ａｎ－１，ａｎ 的关系．
设计意图：深化无穷等比数列各项和的使用条

件，强调解题书写过程的完整性．
２．思维过渡 ——— 激发求知

提出问题：我们在平面几何中运用了极限思想

去求出正方形的面积之和，那么，在解析几何中是否

也有类似应用？

设计意图：通过问题约定学生的思考，激发学生

强烈的新应用寻求欲望．完成从平面几何到解析几

何运用极限思想教学的过渡．
３．梯度设计 ——— 循序探究

例２　抛物线Ｃ：ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０），设直线ｙ＝
ｋｘ＋ｂ（ｋ≠０）与 抛 物 线Ｃ 交 于 两 点Ａ（ｘ１，ｙ１），

Ｂ（ｘ２，ｙ２），且 ｙ１－ｙ２ ＝ａ（ａ＞０），Ｍ 是弦ＡＢ的

中 点，过Ｍ作平行于ｘ轴的直线交抛物线Ｃ于点Ｄ，
得到 △ＡＢＤ，如图２．

（１）用字母ｋ，ｂ，ｐ表示ａ２，再计算Ｓ△ＡＢＤ（用字

母ａ，ｐ表示）．
（２）再分别过弦ＡＤ，ＢＤ 的中点作平行于ｘ轴

的直 线 依 次 交 抛 物 线Ｃ 于 点Ｅ，Ｆ，求 △ＡＤＥ，

△ＢＤＦ 的面积．
（３）设计一种求抛物线Ｃ与线段ＡＢ 所围成封

闭图形面积的方法，并求出此封闭图形的面积．
设计意图：通过同一题干式例题的设计，用递进

式问题启发学生进行观察、计算，并通过学生的小组

讨论，得到探究学习的效果．递进式设计，促进学生

发展，符合布鲁纳“提供支架”的教学原理．具体 而

言，例２第（１）题提供支架，巩固基础，第（２）题递进

设计，联想推广，运用已知结论，迁移解决新问题，并
探究它们 之 间 的 联 系；第（３）题 启 发 思 维，发 展 智

力，鼓励更多学生参与．其中对于第（３）题设计学生

讨论，教师巡视辅导的策略，联系前面两个问题获得

的启发，综合运用极限思想，寻求计算封闭弓形的面

积，并归纳说明解题过程，培养学生综合运用、规范

表达的基本数学素养．
从平面几何到解析几何的例题分析，体会几何

代数化的转折过程，具体在这里体现比如求点的坐

标转化 为 求 直 线 方 程 与 抛 物 线 方 程 的 解，求 线 段

ＤＭ 的长度转化为了横坐标的差，领悟解析几何的

基本思想．

图３

思考题：如图３，求抛物

线ｙ＝ｘ２、ｘ轴以及直线ｘ＝
１所围成的区域的面积．

设计意图：应 用 结 论，

收获成就；另辟蹊径，拓 展

思维．把 例２的 结 论 与 思

考题 联 系 起 来，体 验 学 习

经验 可 带 来 成 功 感，帮 助

学生对自己 的 成 就 形 成 一 种 积 极 的 情 感，提 高 学

生对 自 己 胜 任 数 学 思 考 能 力 的 信 念．在 学 生 最 近

发展区中 得 到 突 破 和 提 升，同 时，从 不 同 角 度，也

可以 用 微 元 法 进 行 分 析 解 决，一 是 拓 宽 了 学 生 的

解题思路，提 高 了 学 生 的 思 维 广 度，二 是 和 数 学 学

科中 重 要 的 分 支 微 积 分 相 联 系，强 化 对 科 学 成 果

的发 生 发 展 来 之 不 易 的 认 识，并 对 学 生 学 习 高 等

数学起到衔接作用．
（Ⅲ）极限思想的历史发展

１．数学历史 ——— 文化熏陶

说明微元法与莱布尼茨和牛顿（图４）的伟大成

果“微积分”有关，而微积分是科学史上璀璨的成果

之一，简述爱因斯坦（图５）对牛顿“微积分”的高度

评价．
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图４

　

图５

设计意图：从一个伟人对另一个伟人成果的高

度评价，强化学生对微元法的重视，从而起到对极限

思想的重要性有更深刻的认识．
２．走近先哲 ——— 激发热情

图６

对刘徽割圆术（图６）与阿基米德的穷竭法相联

系，体现古今中外数学家的智慧．对刘徽在《九章算

术》中的《阳马术》这一章节进行简述．
设计意图：相关内容选自高三年级数学教材第

４３页的阅读材料《中国数学史中的体积计算》，通过

引入阅读材料可使学生了解古代计算体积的方法和

古人的数学智慧，特别是其中所蕴含的极限思想，并
从二维的求面积过渡到三维求体积的应用．

图７

３．动画展示 ——— 分析思考

① 展示用无 穷 小 的 边 长 做 一 个 圆 内 部 的 所 有

同心圆，铺 满 整 个 圆，然 后 展 开 变 成 一 个 直 角 三 角

形，这样形象地说明了“化曲为直”的思想，直观 上

体现了微元法的奇妙之处．
设计意图：通过滚动圆的展示，更直观地展示了

“微元法”的应用，对于无穷小量有更深刻的理解．

② 展示雪花曲线与谢尔宾斯基海绵的动态图

设计意图：简单联系“分形几何”，找到初等数学

与高等数学的中间地带．
（Ⅳ）极限思想的应用总结

（Ⅴ）极限思想的任务外延

１．已知点Ｒ（ｘ０，ｙ０）在Γ：ｙ２＝２ｐｘ上，以Ｒ为

切点的Γ的切线的斜率为ｐ
ｙ０
．

过Γ外一点Ａ（不在ｘ轴上）作Γ的切线ＡＢ、

ＡＣ，点Ｂ、Ｃ为切点，作平行于ＢＣ的切线ＭＮ（切点

为Ｄ），点Ｍ、Ｎ 分别是与ＡＢ、ＡＣ的交点（如图８），

图８

（１）用Ｂ、Ｃ的纵坐标ｓ、ｔ表示直线ＢＣ的斜率；
（２）若直线ＡＤ与ＢＣ的交点为Ｅ，证明Ｄ是ＡＥ

的中点；
（３）设 △ＡＢＣ面积为Ｓ，若将由过Γ外一点的

两条切线及第三条切线（平行于两切线切点的连线）

围成 的 三 角 形 叫“切 线 三 角 形”，如 △ＡＭＮ，再 由

Ｍ、Ｎ 作“切线三角形”，并依这样的方法不断作切线

三角形 ……，试利用“切线三角形”的面积和计算由

抛物线及ＢＣ所围成的阴影部分的面积Ｔ．
２．由例２的思考题出发，解决此问题：

已知对任意大于４的正整数ｎ，不等式 １－１
２

ｎ槡 ２

＋ １－２
２

ｎ槡 ２＋ １－３
２

ｎ槡 ２＋…＋ １－
（ｎ－１）２槡 ｎ ＜ａｎ

恒成立，则实数ａ的取值范围为

３．上网搜索了解中外数学家在极限思想运用上

的研究成果．
二、基于“数学文化”教学案例的反思

《再探极限 思 想》的 授 课 对 象 是 上 海 市 示 范 性

高中三年级的学生，他们有较好的学习习惯，有一定

（下转５４页）
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分享探究一个模拟题的心路历程

查晓东 　 陶 　 晖
（江苏省无锡市江苏省天一中学，２１４１０１）

　　《黍离》有云：“知我者谓我心忧，不知我者谓我

何求．”笔者看来，这句话很好地概括了解题者与命

题者的心绪，然而命题者的心思又岂是能轻易揣摩

得到的？因此，解题的乐趣往往在于命题者的独具匠

心与解题者的独具慧眼取到交集时的那种成就感．
本文，笔者通过对浙江省湖州市２０１８年５月高三适

应性考试的一个模拟题的探究历程，与读者分享解

题的乐趣．
１．探究历程

题１　（浙江省湖州市２０１８届高考科目适应性

考试第１７题）已知函数ｆ（ｘ）＝｜ｘ３＋ａｘ＋ｂ｜（ａ，

ｂ∈Ｒ），若对任意的ｘ１，ｘ２∈［０，１］，ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）

≤２｜ｘ１－ｘ２｜恒 成 立，则 实 数ａ的 取 值 范 围 是

．
答案：［－２，－１］．

１．１　 无法之时找启发

处理关系式ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）≤２｜ｘ１－ｘ２｜的常

规思路是破解绝对值，通过构造新函数，利用函数的

单调性求得实数ａ的取值范围，这类题型在全国各

省市的高考题、模拟题中屡见不鲜．下面的题２就属

于这类问题：

题２　（２０１０年高考辽宁卷第２１题）ｆ（ｘ）＝（ａ

＋１）ｌｎｘ＋ａｘ２＋１．
（１）讨论函数ｆ（ｘ）的单调性；
（２）设ａ＜－１，如 果 对 任 意 的ｘ１，ｘ２ ∈ （０，

＋∞），｜ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）｜≥４｜ｘ１－ｘ２｜恒成立，求
实数ａ的取值范围．

题１与题２的区别在于ｆ（ｘ）是一个绝对值函

数，因此我们可以借鉴原来的解题经验，从特殊情形

入手．
解析１　 令ｇ（ｘ）＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ．
（１）若ｇ（ｘ）≥０对任意的ｘ∈ ［０，１］恒成立，

则问题等价于ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２｜ｘ１－ｘ２｜．

① 当ｘ１ ＝ｘ２ 时，ａ∈Ｒ；

② 当ｘ１ ＜ｘ２ 时，ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２ｘ２ －

２ｘ１ｇ（ｘ１）＋２ｘ１ ≤ｇ（ｘ２）＋２ｘ２．
设ｕ（ｘ）＝ｇ（ｘ）＋２ｘ＝ｘ３＋（ａ＋２）ｘ＋ｂ，则

ｕ（ｘ）在［０，１］上单调递增，所以ｕ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ＋
２≥０对任意的ｘ∈ ［０，１］恒成立，解得ａ≥－２．

③ 当ｘ１ ＞ｘ２ 时，ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２ｘ１ －
２ｘ２ｇ（ｘ１）－２ｘ１ ≤ｇ（ｘ２）－２ｘ２．

设ｖ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－２ｘ＝ｘ３＋（ａ－２）ｘ＋ｂ，则

ｖ（ｘ）在［０，１］单调递减，所以ｖ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ－２≤
０对任意的ｘ∈ ［０，１］恒成立，解得ａ≤－１．

综上：ａ∈ ［－２，－１］．
（２）若ｇ（ｘ）≤０对任意的ｘ∈ ［０，１］恒成立，

则问题等价于ｇ（ｘ２）－ｇ（ｘ１）≤２｜ｘ２－ｘ１｜，这种

情形与（１）完全类似，解得ａ∈ ［－２，－１］．
由（１）和（２）两 种 特 殊 情 形 均 解 得ａ∈ ［－２，

－１］，恰 好 与 答 案 相 符 合．接 下 来 问 题 就 来 了，当

ｆ（ｘ）＝
ｇ（ｘ），ｘ∈Ｄ１，

－ｇ（ｘ），ｘ∈Ｄ２烅
烄

烆 ，
Ｄ１ ∪Ｄ２＝ ［０，１］时，实

数ａ的取值范围如何呢？从答案上推敲，应该有“当

ａ∈ ［－２，－１］时，结论成立”．那么如何证明呢？

评注 　 这里需要指出的是，网络上的解法“不

妨设ｘ１ ＞ｘ２，则ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２｜ｘ１－ｘ２｜等

价于ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２ｘ１－２ｘ２”来破解绝对值的

解法是不科学的，由于ｘ１，ｘ２ 不对称，这个不妨设其

实是“妨碍”的．事实上，从上述解答不难发现“ｇ（ｘ）

≥０对任意的ｘ∈［０，１］恒成立”的情形下已经可以

得到ａ∈［－２，－１］，而并非两种情形的交集来得到

ａ∈ ［－２，－１］．
１．２　 有法之时求优化

笔者在进一步的探究中发现，我们可以用绝对

值不等式进行放缩来破解题１中的绝对值．
解析２　 令ｇ（ｘ）＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ，则

ｆ（ｘ１）－ｆ（ｘ２）＝｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜

≤２｜ｘ１－ｘ２｜．
由｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜≤｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜知

结论成立的充分条件是
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｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤２｜ｘ１－ｘ２｜．
根 据ｘ１，ｘ２ 的 对 称 性，不 妨 设ｘ１ ＞ｘ２，则

｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤２ｘ１－２ｘ２，即

２ｘ２－２ｘ１ ≤ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２ｘ１－２ｘ２，

即
ｇ（ｘ１）－２ｘ１ ≤ｇ（ｘ２）－２ｘ２，

ｇ（ｘ１）＋２ｘ１ ≥ｇ（ｘ２）＋２ｘ２烅
烄

烆 ．
设ｕ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－２ｘ＝ｘ３＋（ａ－２）ｘ＋ｂ，ｖ（ｘ）

＝ｇ（ｘ）＋２ｘ＝ｘ３＋（ａ＋２）ｘ＋ｂ，则ｕ（ｘ）在［０，１］

单 调 递 减，ｖ（ｘ） 在 ［０，１］ 单 调 递 增， 所 以

ｕ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ－２≤０，

ｖ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ＋２≥烅
烄
烆 ０

对任意的ｘ∈［０，１］恒

成立，解得－２≤ａ≤－１．
那么，如何论证－２≤ａ≤－１的必要性呢？起

初，笔者想当然地认为：由于存在ｘ１，ｘ２ ∈ ［０，１］使

得｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜＝｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜，因此

｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤２｜ｘ１－ｘ２｜是结论的等价条

件．继续思考后发现，其实这是一个“双参数”问题，

参数ｂ也在其中起作用，最终给出了如下的解法．
解析３　 令ｇ（ｘ）＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ，则ｆ（ｘ１）－

ｆ（ｘ２）＝｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜≤２｜ｘ１－ｘ２｜．
当｜ｇ（ｘ１）｜≤｜ｇ（ｘ２）｜时，ａ∈Ｒ；
当｜ｇ（ｘ１）｜＞｜ｇ（ｘ２）｜时，必然存在ｂ∈Ｒ，使

得ｇ（ｘ１）·ｇ（ｘ２）＞０，即对任意的ｘ１，ｘ２∈ ［０，１］，
总有｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜＝｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜，所以，

问题等价于｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤２｜ｘ１－ｘ２｜对任

意的ｘ１，ｘ２ ∈ ［０，１］恒成立．
根 据ｘ１，ｘ２ 的 对 称 性，不 妨 设ｘ１ ＞ｘ２，则

｜ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）｜≤２ｘ１－２ｘ２，即

２ｘ２－２ｘ１ ≤ｇ（ｘ１）－ｇ（ｘ２）≤２ｘ１－２ｘ２，

即
ｇ（ｘ１）－２ｘ１ ≤ｇ（ｘ２）－２ｘ２，

ｇ（ｘ１）＋２ｘ１ ≥ｇ（ｘ２）＋２ｘ２烅
烄

烆 ．
设ｕ（ｘ）＝ｇ（ｘ）－２ｘ＝ｘ３＋（ａ－２）ｘ＋ｂ，ｖ（ｘ）

＝ｇ（ｘ）＋２ｘ＝ｘ３＋（ａ＋２）ｘ＋ｂ，则ｕ（ｘ）在［０，１］

单 调 递 减，ｖ（ｘ） 在 ［０，１］ 单 调 递 增， 所 以

ｕ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ－２≤０，

ｖ′（ｘ）＝３ｘ２＋ａ＋２≥烅
烄
烆 ０

对任意的ｘ∈［０，１］恒

成立，解得－２≤ａ≤－１．
评注 　 事实上，本题含有两个逻辑联结词“任

意的ｘ１，ｘ２∈［０，１］”以及“任意的ｂ∈Ｒ”．而参数ｂ

是对函数的图像起到一个上下移动的作用，在移动

的过程中，使得｜ｇ（ｘ１）｜－｜ｇ（ｘ２）｜≤２｜ｘ１－ｘ２｜
同时具备了“充分性”和“必要性”，进而成为结论成

立的充要条件，这样就把本题等价转化为与２０１０年

辽宁卷第２１题同样的问题了．如此看来，我们也可

以根据“一般不失特殊”的原理来破解填空题，当ｂ
移动到特殊情形时，正如解析１的两种特殊情形均

同样得到了正确答案，其中的原因也就不难解释了．
２　 解后有感

（１）这 类 题 目 的 背 景 是 拉 格 朗 日 中 值 定 理

（Ｌａｇｒａｎｇｅ　Ｍｅａｎ　Ｖａｌｕｅ　Ｔｈｅｏｒｅｍ）：“如果函数ｆ（ｘ）
在闭区间［ａ，ｂ］连续，在开区间（ａ，ｂ）可导，则存在ξ

∈（ａ，ｂ），使得ｆ′（ξ）＝
ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）
ｂ－ａ

．”但是，用高等

数学的知识解决初等问题往往是不被认可的．事实

上，从逻辑角度看ｆ′（ξ）与ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

是不是一

一对应关系？即“如 果 函 数ｆ（ｘ）在 闭 区 间［ａ，ｂ］连

续，在开区间（ａ，ｂ）可导，对任意的ξ∈ （ａ，ｂ），是否

总 存 在 ｘ１，ｘ２ ∈ （ａ，ｂ）， 使 得 ｆ′（ξ） ＝
ｆ（ｘ２）－ｆ（ｘ１）
ｘ２－ｘ１

？”这个 结 论 显 然 是 不 正 确 的，举 一

个反例：ｆ（ｘ）＝ｘ３（ｘ∈ （－１，１）），取ξ＝０时就不

存在满足条件的ｘ１，ｘ２．因此，就本题而言，｜ｇ′（ｘ）｜
≤２是结论成立的一个充分条件．然而，细心的读者

不难发现｜ｇ′（ｘ）｜≤２求得的实数ａ的取值范围同

样也是－２≤ａ≤－１，这又是什么原因呢？这个问题

留给有兴趣的读者思考．
（２）必要的解题经验往往能让我们在遇到新的

问题时从两者之间的相同或相似之处找到解题方法

上的某些启发，然而每一个问题的“个性”又会让这

种启发与最终的方法之间存在某种距离．正如老子

所言，“道可 道，非 常 道”，由 此 可 见，可 道 之 道 非 常

道．因此，笔者认为，必要的解题回顾与反思不仅能

加深我们对问题及其解法的理解，同时也能够培养

我们解题的科学性与严谨性．因此，我们需要修炼解

题过程中的合情推理与逻辑论证的意识和能力．

（收稿日期：２０１８－１２－２６）

５２·解题方法·　 　 　　　　　　　　　　 数学通讯 —２０１９年第５期（下半月）



２０１８年浙沪高考数学卷解析几何题小议

童 永 健
（上海市七宝中学，２０１１０１）

　　 浙江和上海两地于２０１７年起实行新高考“３＋
３”的试验．在此背景下，解析几何的大 题 作 为 具 有

一定思维量和运算量的载体之一，体现了让学生“能
够做出”又“不能轻易做出”的考察能力的立意，已

经连续两年作为两地压轴题．有趣的是，从一种几何

的解法入手，２０１８年两地解析几何解答题之间还有

某种联系，本文对此进行讨论．
题１　（２０１８年浙江卷２１题）如图１，已知点Ｐ

是ｙ轴左侧（不含ｙ轴）一点，抛物线Ｃ：ｙ２ ＝４ｘ上

存在不 同 的 两 点Ａ，Ｂ 满 足ＰＡ、ＰＢ 的 中 点 均 在Ｃ
上．

图１

（１）设ＡＢ的中点为Ｍ，证明：ＰＭ 垂直于ｙ轴；

（２）若Ｐ是半椭圆ｘ２＋ｙ
２

４ ＝１
（ｘ＜０）上的动

点，求三角形ＰＡＢ 面积的取值范围．
本题用解析法有多种解法，以下给出一种偏重

几何意义的解法，与常规解析法相比，计算量相对小

一点．
解　（１）设Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ的坐标为（ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，

２，３，４），ｌＡＢ：ｘ＝ｍｙ＋ｎ，ｌＣＤ：ｘ＝ｍｙ＋ｔ，ｎ，ｔ＞０．

由
ｘ＝ｍｙ＋ｎ，

ｙ２ ＝４烅
烄
烆 ｘ

得ｙ２－４ｍｙ－４ｎ＝０，根据韦

达定理有

ｙ１＋ｙ２ ＝４ｍ，ｙ１ｙ２ ＝－４ｎ，ｘ１＋ｘ２ ＝４ｍ２＋２ｎ．

由
ｘ＝ｍｙ＋ｔ，

ｙ２ ＝４烅
烄
烆 ｘ

得ｙ２－４ｍｙ－４ｔ＝０，根据韦

达定理有

ｙ３＋ｙ４ ＝４ｍ，ｙ３ｙ４ ＝－４ｔ，ｘ３＋ｘ４ ＝４ｍ２＋２ｔ．

这说明点Ｍ与点Ｎ 的纵坐标相同，即ＭＮ ⊥ｙ
轴，又ＣＤ 是三 角 形 的 中 位 线，Ｎ，Ｍ 分 别 是 中 位 线

和其对应底边 上 的 中 点，根 据 三 角 形 的 几 何 性 质，

Ｐ，Ｎ，Ｍ 三点共线，所以ＰＭ ⊥ｙ轴．
（２）由（１）知，Ｍ（２ｍ２ ＋ｎ，２ｍ），Ｎ（２ｍ２ ＋ｔ，

２ｍ），

ＡＢ ＝ １＋ｍ槡 ２｜ｙ１－ｙ２｜

＝ １＋ｍ槡 ２· （ｙ１＋ｙ２）２－４ｙ１ｙ槡 ２

＝４　 ｍ２　＋槡 ｎ· １＋ｍ槡 ２，

ＣＤ ＝ １＋ｍ槡 ２｜ｙ３－ｙ４｜

＝ １＋ｍ槡 ２· （ｙ３＋ｙ４）２－４ｙ３ｙ槡 ４

＝４　 ｍ２　＋槡 ｔ· １＋ｍ槡 ２，

又 ＣＤ ＝ １２｜ＡＢ｜
，所以ｎ＝３ｍ２＋４ｔ，

直线ＡＢ 与直线ＣＤ 之间的距离

ｄ＝｜ｎ－ｔ｜
１＋ｍ槡 ２

＝３ｍ
２＋３ｔ
１＋ｍ槡 ２

．

因此

Ｓ△ＡＰＢ ＝ ４３Ｓ梯 形ＡＢＣＤ

＝ ４３
·１
２ｄ
·（ＡＢ ＋ ＣＤ ）

＝２ｄ· ＣＤ　＝ 槡６　２·（２ｍ２＋２ｔ）
３
２．

又 ＰＮ ＝ ＭＮ ，可得Ｐ（－ｍ２－２ｔ，２ｍ），因

为Ｐ在半椭圆ｘ２＋ｙ
２

４ ＝１
上，所以（－ｍ２－２ｔ）２＋

ｍ２ ＝１，２ｔ＝ １－ｍ槡 ２－ｍ２，ｍ∈ ［－１，１］，

Ｓ△ＡＰＢ ＝ 槡６　２·（ｍ２＋ １－ｍ槡 ２）３２．

令ｔ＝ １－ｍ槡 ２，则ｔ∈ ［０，１］，Ｓ△ＡＰＢ ＝ 槡６　２·

（－ｔ２＋ｔ＋１）
３
２ ＝ 槡６　２［５４－

（ｔ－１２
）２］３２，由此可得

Ｓ△ＡＰＢ ∈ ［槡６　２， 槡１５　１０
４

］．

评注 　 在第（１）问中，巧妙地运用了韦达定理

“设而不求”及图形的几何性质，运算量较小．在 第
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（２）问中，注意到Ｐ，Ａ，Ｂ是将一个上底长是下底长

一半的梯形内接到抛物线内，利用梯形两条底边长

度的关系，寻找到ＡＢ，ＣＤ 两条直线中参数的关系，

利用梯形底边平行，根据直线间的距离建立面积的

表达式，进而求范围．
受此启示，我们想到利用抛物线的内接梯形，可

反向构 造 出Ｐ 点．比 如，在 抛 物 线 内 任 取 一 段 弦

ＡＢ，作ＡＢ 的 平 行 线 与 抛 物 线 相 交 于ＣＤ，注 意 到

ＣＤ ∈ ［０，＋∞），所以总能找到一条直线ＣＤ，使

得 ＣＤ ＝ １２ ＡＢ ，分别连接ＡＤ 和ＢＣ，两条直线

的交点即为Ｐ．
那么，对于对边平行的四边形，要求特定对边长

的问题，也可按照上述思路判断讨论．
２０１８年上海高考解析几何题的第（３）问也是一

个“类内接矩形”的问题，参考上述思路可得到一个

解题方法．
题２　（２０１８年上海卷２０题）设常数ｔ＞２，在平

面直角坐标系ｘＯｙ中，已知点Ｆ（２，０），直线ｌ：ｘ＝
ｔ，曲线Γ：ｙ２＝８ｘ（０≤ｘ≤ｔ，ｙ≥０），ｌ与ｘ轴交于

点Ａ，与Γ交于点Ｂ，Ｐ，Ｑ分别是曲线Γ和线段ＡＢ
上的动点．

图２

（１）用ｔ表示点Ｂ 到点Ｆ 的距离；
（２）设ｔ＝３，｜ＦＱ｜＝２，线段ＯＱ 的中点在直

线ＦＰ 上，求 △ＡＱＰ 的面积；
（３）设ｔ＝８，是否存在以ＦＰ，ＦＱ为邻边的矩形

ＦＰＥＱ，使得点Ｅ在Γ上？若存在，求点Ｐ的坐标；若
不存在，请说明理由．

分析 　 只考虑第（３）小题，对于定长 ＦＱ ，作

ＦＱ的平行线ＰＥ，与抛物线相交于点Ｐ和Ｅ，总能找

到这样一条平行 直 线，使 得 ＰＥ ＝ ＦＱ ，这 样 就

构造了平行四边形ＦＰＥＱ，接下来只需建立关系，使
得 平 行 四 边 形 有 一 个 角 是 直 角，即 可 得 到 矩 形

ＦＰＥＱ．

解 　 设ｌＦＱ：ｘ＝ｍｙ＋２（ｍ＞１），则Ｑ（８，６ｍ
），

设ｌＰＥ：ｘ＝ｍｙ＋ｎ，与ｙ２ ＝８ｘ联立得

ｙ２－８ｍｙ－８ｎ＝０． （＊）

因 为 ＰＥ ＝ ６４ｍ２＋３２槡 ｎ· １＋ｍ槡 ２　＝ 槡４　２·

２ｍ２　＋槡 ｎ· １＋ｍ槡 ２， ＦＱ ＝ ３６＋３６ｍ槡 ２，由

｜ＦＱ｜＝｜ＰＥ｜，化简后得ｎ＝ ９
８ｍ２－２ｍ

２，故

ｌＰＥ：ｘ＝ｍｙ＋ ９
８ｍ２－２ｍ

２．

由于线段ＰＥ 的中点Ｒ（２ｍ２＋ ９
８ｍ２

，４ｍ），又线

段ＦＱ的中点Ｇ（５，３ｍ
），注意到ＲＧ∥ＰＦ，有ｋＲＧ ＝

４ｍ－３ｍ

２ｍ２＋ ９
８ｍ２－５

＝－ｍ，解得ｍ２ ＝ ５４
，ｍ＝槡５２

，ｎ＝

－８５
，代入（＊）解得Ｐ（２５

，槡４　５
５
）．

评注 　 本题中ＦＱ 只是抛物线弦的一部分，利

用中点Ｇ与弦ＦＥ的中点连线与弦ＦＥ垂直，得到矩

形对边中点连线与所在边斜率乘积为－１，建立 方

程，利用韦达定理，极大地简化了计算过程．
对浙江卷第（２）题 可 纵 向 推 广：把 原 题 中 的 半

椭 圆改为ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ｘ＜０），抛物线改为抛物线ｙ２

＝２ｐｘ，则Ｓ△ＡＰＢ 的取 值 范 围 的 问 题 即 可 扩 展 为 一

个二次函数区间上的最值问题，有以下结论：

① 当ｐａ＞ｂ２ 时，Ｓ△ＡＰＢ ∈（槡３　２·ｂ
３

２ｐ
，６ａ ａ槡ｐ］；

② 当－ｐａ
２

ｂ２ ∈
［－ａ，－ａ２

），Ｓ△ＡＰＢ ∈（槡３　２·ｂ
３

２ｐ
，

槡３　２
２ｐ
（ｂ２＋ｐ

２　ａ２
ｂ２
）３２］；

③ 当－ｐａ
２

ｂ２ ∈
［－ａ２

，０），Ｓ△ＡＰＢ ∈ ［６ａ ａ槡ｐ，

槡３　２
２ｐ
（ｂ２＋ｐ

２　ａ２
ｂ２
）３２］．

对类似这样的问题，相信还有许多值得探讨的

内容有待挖 掘．对 解 析 几 何 大 题，若 能 回 归 几 何 本

身，结合图形的变化，使得代数过程充分“动”起来，
以更大的思维量换取较少的运算量，充分体现数形

结合，定会时常有不一样的发现．

（收稿日期：２０１９－０１－０４）
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也谈一组向量问题的解法

邵 明 宪
（河南省方城县教研室，４７３２００）

　　 文［１］给出了在斜坐标系下一组向量问题的解

法，读后深受启发之余，笔者从方法服从题目、力求

简单自然的视角探究发现，这组问题中具有两个向

量长度、夹角均已知的条件时，用直角坐标法；否则，
用基向量法．可使问题方便解决．

例１　（文［１］例１）在 △ＡＢＣ 中，∠Ａ ＝６０°，

ＡＢ ＝３，ＡＣ＝２，若 →ＢＤ＝２ →ＤＣ，→ＡＥ＝λ →ＡＣ－ →ＡＢ（λ
∈Ｒ），且 →ＡＤ· →ＡＥ ＝－４，则λ的值为 ．

解 　 如图１，以Ａ为原点，直线ＡＢ 为ｘ轴，建

立直角 坐 标 系ｘＡｙ，则 由 题 意，Ｂ（３，０），Ｃ（１，槡３），

Ｄ（５３
，槡２　３
３
），从而

→ＡＥ ＝λ →ＡＣ－ →ＡＢ ＝ （λ－３，槡３λ），

→ＡＤ ＝ （５３
，槡２　３
３
），

图１

　

图２

故由 →ＡＤ· →ＡＥ ＝－４可得

５
３
（λ－３）＋ 槡２　３

３ ×槡３λ＝－４，

解得λ＝ ３１１．

例２　（文［１］例５）已知△ＡＢＣ中，ＡＢ＝２，ＡＣ

＝１，ＢＣ　＝槡７，Ｏ是 △ＡＢＣ的外心，且 →ＡＯ ＝λ →ＡＢ
＋μ

→ＡＣ，则λ＋μ＝ ．
解　由题意及余弦定理，∠Ａ＝１２０°．建立以Ａ

为原点，直 线ＡＢ 为ｘ 轴 的 平 面 直 角 坐 标 系（如 图

２），则Ｂ（２，０），Ｃ（－１２
，槡３
２
），Ｏ（１，槡２　３３

），故由 →ＡＯ ＝

λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ可得（１，槡２　３３

）＝（２λ－１２μ
，槡３
２μ
），所以

２λ－１２μ＝１
，

槡３
２μ＝

槡２　３
３

烅

烄

烆
，

解得

λ＝ ５６
，

μ＝
４
３

烅

烄

烆
．

从而λ＋μ＝
１３
６．

例３　（文［１］例６）在等腰梯形ＡＢＣＤ中，已知

ＡＢ／／ＣＤ，ＡＢ＝２，ＢＣ＝１，∠ＡＢＣ＝６０°，动点Ｅ、Ｆ

分别在线段ＢＣ和ＤＣ 上，且 →ＢＥ ＝λ →ＢＣ，→ＤＦ ＝ １９λ
→ＤＣ，则 →ＡＥ· →ＡＦ 的最小值为 ．

图３

解 　 建立如图３所示的平面直角坐标系ｘＡｙ，

则由题意，Ｂ（２，０），Ｄ（１２
，槡３
２
），Ｃ（３２

，槡３
２
），从而

→ＡＥ ＝ →ＡＢ＋ →ＢＥ　＝ →ＡＢ＋λ →ＢＣ

＝ （２－λ２
，槡３
２λ
），

→ＡＦ ＝ →ＡＤ＋ →ＤＦ　＝ →ＡＤ＋１９λ
→ＤＣ

＝ （１２＋
１
９λ
，槡３
２
），

故 →ＡＥ· →ＡＦ ＝ （２－λ２
）（１
２＋

１
９λ
）＋槡３２λ×

槡３
２

＝ ２９λ＋
λ
２＋

１７
１８≥２

２
９λ
·λ槡 ２＋

１７
１８＝

２９
１８
，

等号成立当且仅当２
９λ＝

λ
２
，解得λ＝ ２３．

因此，→ＡＥ· →ＡＦ 的最小值为２９
１８．

例４　（文［１］例７）在 平 行 四 边 形ＡＢＣＤ 中，

∠Ａ＝ π３
，ＡＢ、ＡＤ 的长分别为２和１．若Ｍ、Ｎ分别
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是ＢＣ、ＣＤ 上 的 点，且｜ →ＢＭ ｜∶｜ →ＢＣ｜＝｜ →ＣＮ｜∶
｜ →ＣＤ｜，则 →ＡＭ· →ＡＮ 的取值范围是 ．

简解 　令｜ →ＢＭ｜∶｜ →ＢＣ｜＝｜ →ＣＮ｜∶｜ →ＣＤ｜＝ｔ，
易 知ｔ∈［０，１］，同上例可求得 →ＡＭ· →ＡＮ的取值范围

是［２，５］．
例５　（文［１］例９）已 知 圆 的 半 径 为１，半 径

ＯＡ、ＯＢ的夹角为φ（０＜φ＜π，φ为常数），点Ｃ为圆

上的动点．若 →ＯＣ＝α →ＯＡ＋β
→ＯＢ（α，β∈Ｒ），则α＋β

的最大值是 ．
解 　 以Ｏ为原点，射线ＯＡ 为ｘ轴正方向建立

平面直角坐标系ｘＯｙ（图略），则Ａ（１，０），Ｂ（ｃｏｓφ，

ｓｉｎφ）．
设Ｃ（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ），则由 →ＯＣ＝α →ＯＡ＋β

→ＯＢ可得

（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）＝（α＋βｃｏｓφ，βｓｉｎφ），所以α＝ｃｏｓθ

－ｃｏｔφｓｉｎθ，β＝
ｓｉｎθ
ｓｉｎφ

，故由柯西不等式可得

（α＋β）
２ ＝ （ｃｏｓθ－ｃｏｔφｓｉｎθ＋

ｓｉｎθ
ｓｉｎφ

）２

＝ （ｃｏｓθ＋ｔａｎφ２ｓｉｎθ
）２

＝ （１２＋ｔａｎ２φ２
）（ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ２θ）

＝ｓｅｃ２φ２
，

易知θ＝φ２
时等号成立．

从而α＋β≤ｓｅｃφ２
，即α＋β的最大值是ｓｅｃφ２．

例６　（文［１］例１０）在平面直角坐标系中，Ｏ是

坐标原点，两定点Ａ、Ｂ满足｜ＯＡ｜＝｜ＯＢ｜＝ →ＯＡ·
→ＯＢ＝２，则点集｛Ｐ｜ →ＯＰ＝λ →ＯＡ＋μ

→ＯＢ，｜λ｜＋｜μ｜
≤１，λ，μ∈Ｒ｝所表示的区域的面积是 （　　）

（Ａ）槡２　２．　　　　　 （Ｂ）槡２　３．
（Ｃ）槡４　２． （Ｄ）槡４　３．
解 　 由 题 意，不 妨 设Ａ（１，槡３），Ｂ（－１，槡３），

Ｐ（ｘ，ｙ）．

则由 →ＯＰ ＝λ →ＯＡ ＋μ
→ＯＢλ＝ 槡３ｘ＋ｙ

槡２　３
，μ＝

ｙ－槡３ｘ
槡２　３

，从而

｜λ｜＋｜μ｜≤１

｜槡３ｘ＋ｙ｜＋｜槡３ｘ－ｙ｜≤ 槡２　３
３ｘ２＋ｙ２＋｜３ｘ２－ｙ２｜≤６


３ｘ２ ≥ｙ２，

ｘ２ ≤｛ １
或
３ｘ２ ≤ｙ２，

ｙ２ ≤３｛ ．

当
３ｘ２ ≥ｙ２，

ｘ２ ≤｛ １
时，点集所表示的区域如图４；

当
３ｘ２ ≤ｙ２，

ｙ２ ≤｛ ３
时，点集所表示的区域如图５．

可求得点集｛Ｐ｜ →ＯＰ ＝λ →ＯＡ＋μ
→ＯＢ，｜λ｜＋

｜μ｜≤１，λ，μ∈Ｒ｝所表示的区域的面积为 槡４　３，故
选（Ｄ）．

图４

　

图５

评注 　 直角坐标法是学生最容易掌握的基本

方法．在有公共起点的两个向量的长度、夹角均已知

的条件下，若没有给定直角坐标系，则通常以其中一

个向量所在 直 线 为 一 轴 建 立 平 面 直 角 坐 标 系 解 题

（例１～ 例５），若给定了直角坐标系，为简便解题，
需考虑恰当选取符合题意的这两个向量（例６）．

例７　（文［１］例２）如图６，平行四边形ＡＢＣＤ
中，ＡＢ ＝８，ＡＤ ＝５，→ＣＰ＝３ →ＰＤ，→ＡＰ· →ＢＰ＝２，则
→ＡＢ· →ＡＤ ＝ ．

解 　 以 →ＡＢ，→ＡＤ 为一组基底，则

→ＡＰ　＝ →ＡＤ＋ →ＤＰ　＝ →ＡＤ＋１４
→ＡＢ，

→ＢＰ＝ →ＢＣ＋ →ＣＰ＝ →ＡＤ＋３４
→ＣＤ＝ →ＡＤ－３４

→ＡＢ，

从 而 →ＡＰ· →ＢＰ＝（→ＡＤ＋１４
→ＡＢ）·（→ＡＤ－３４

→ＡＢ）

＝ →ＡＤ２－３１６
→ＡＢ２－１２

→ＡＢ· →ＡＤ．

又已知ＡＢ＝８，ＡＤ＝５，→ＡＰ· →ＢＰ＝２，代入可

求得 →ＡＢ· →ＡＤ ＝２２．

图６

　

图７

例８　（文［１］例４）如图７，四边形ＡＢＣＤ 中，

ＡＣ＝ｌ１，ＢＤ ＝ｌ２，则（→ＡＢ＋ →ＤＣ）·（→ＢＣ＋ →ＡＤ）＝
．

解 　 以 →ＡＣ，→ＢＤ 为一组基底，则
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→ＡＢ＋ →ＤＣ　＝ →ＡＣ＋ →ＣＢ＋ →ＤＣ　＝ →ＡＣ＋ →ＤＢ
＝ →ＡＣ－ →ＢＤ，

→ＢＣ＋ →ＡＤ ＝ →ＢＤ＋ →ＤＣ＋ →ＡＤ ＝ →ＡＣ＋ →ＢＤ，
从而（→ＡＢ＋ →ＤＣ）·（→ＢＣ＋ →ＡＤ）＝（→ＡＣ－ →ＢＤ）·

（→ＡＣ＋ →ＢＤ）＝ →ＡＣ２　－ →ＢＤ２ ＝ｌ２１－ｌ２２．
例９　 （文［１］例８）如图８，△ＡＢＣ中，点Ｏ为

ＢＣ 的中点，过Ｏ的直线分别交ＡＢ、ＡＣ于不同的两

点Ｍ、Ｎ．若 →ＡＢ＝ →ｍＡＭ，→ＡＣ＝ →ｎＡＮ，则ｍ＋ｎ的值

为 ．
解 　 以 →ＡＭ，→ＡＮ 为一组基底，则由题意，

→ＡＯ ＝ １２
（→ＡＢ＋ →ＡＣ）＝ｍ２

→ＡＭ ＋ｎ２
→ＡＮ．

设 →ＭＯ＝λ →ＯＮ，则 →ＭＮ ＝ →ＭＯ＋ →ＯＮ ＝ （１＋λ）·
→ＯＮ，又 →ＭＮ ＝ →ＡＮ－ →ＡＭ，所以 →ＡＮ－ →ＡＭ ＝（１＋λ）·
→ＯＮ，得 →ＯＮ ＝ １

１＋λ
（→ＡＮ－ →ＡＭ），从而

→ＡＯ　＝ →ＡＮ＋ →ＮＯ　＝ →ＡＮ－ １
１＋λ

（→ＡＮ－ →ＡＭ）

＝ １
１＋λ

→ＡＭ ＋ λ
１＋λ

→ＡＮ．

故ｍ
２＝

１
１＋λ

，ｎ
２＝

λ
１＋λ

，于是ｍ
２＋

ｎ
２＝

１
１＋λ

＋ λ
１＋λ＝

１，即ｍ＋ｎ＝２．

图８

　
图９

例１０　（文［１］例１２）如 图９，在 平 行 四 边 形

ＡＢＣＤ 中，点Ｅ、Ｆ分别在直线ＡＢ、ＡＤ 上，且ＡＥ∶
ＢＥ ＝１∶２，ＡＦ∶ＦＤ ＝２∶３，又Ｐ＝ＤＥ∩ＣＦ，若
→ＡＰ ＝λ →ＡＢ＋μ

→ＡＤ，则λ＋μ＝ ．
解 　 以 →ＡＢ， →ＡＤ 为 一 组 基 底，则 由 题 意，→ＡＥ

＝－ →ＡＢ，

→ＥＰ ＝ １３
→ＤＰ ＝ １２

→ＤＥ ＝ １２
（→ＤＡ＋ →ＡＥ）

＝－１２
（→ＡＢ＋ →ＡＤ），

从而 →ＡＰ　＝ →ＡＥ＋ →ＥＰ ＝－３２
→ＡＢ－１２

→ＡＤ．

又 →ＡＰ＝λ →ＡＢ＋μ
→ＡＤ，故λ＝－３２

，μ＝－
１
２
，于

是λ＋μ＝－２．
例１１　（文［１］例１１）在△ＡＢＣ中，点Ｄ、Ｅ分别在

ＡＢ、ＢＣ上，满足 →ＡＤ＝２ →ＤＢ，→ＢＥ＝２→ＥＣ．，设Ｐ＝ＡＥ∩

ＣＤ，若 →ＡＰ＝λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ，则（λ，μ）＝ （　　）

（Ａ）（２７
，４
７
）． （Ｂ）（１７

，２
７
）．

（Ｃ）（１４
，１
２
）． （Ｄ）（４１５

，８
１５
）．

解 　 如图１０，以 →ＡＢ，→ＡＣ为一组基底．

图１０

令 →ＰＣ　＝ →ｋ　ＤＰ，由 →ＤＰ＋ →ＰＣ　＝ →ＤＣ　＝ →ＡＣ－ →ＡＤ

＝ →ＡＣ－２３
→ＡＢ，得 →ＤＰ＝ １

１＋ｋ
→ＡＣ－ ２

３（１＋ｋ）
→ＡＢ，

从而

→ＡＰ　＝ →ＡＤ＋ →ＤＰ ＝ ２ｋ
３（１＋ｋ）

→ＡＢ＋ １
１＋ｋ

→ＡＣ．

又 →ＡＰ ＝λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ，故λ＝ ２ｋ

３（１＋ｋ）
，μ＝

１
１＋ｋ

，从而

３
２λ＋μ＝１． ①

又 →ＡＥ、→ＡＰ 共线，故 →ＡＥ　＝ →ｔ　ＡＰ（０＜ｔ＜１），且
→ＡＥ　＝ →ＡＢ＋ →ＢＥ　＝ →ＡＢ＋２３

→ＢＣ

＝ →ＡＢ＋２３
（→ＡＣ－ →ＡＢ）＝ １３

→ＡＢ＋２３
→ＡＣ，

所以１
３
→ＡＢ＋２３

→ＡＣ＝ｔ（λ →ＡＢ＋μ
→ＡＣ），故λ＝

１
３ｔ
，μ＝

２
３ｔ
，从而

μ＝２λ． ②

由①、②，得λ＝２７
，μ＝

４
７
，即（λ，μ）＝（

２
７
，４
７
）．

评注 　 用基向量法和坐标法解同一题时，虽然

基向量法常不如坐标法简便，但其具有一般性．用基

向量法解题的关键是利用向量的有关运算和性质，
将相关向量用基底表示．

以上表明，根据条件分别选用直角坐标法和基

向量法这两种基本方法解题，目标明确，入手容易，
操作性强，熟练掌握，可取得理想效果．

参考文献：
［１］张 丽 娟，张 国 治，程 似 锦．斜 坐 标 系 及 其 应 用

［Ｊ］．数学教学，２０１８（４）：２９－３４．

（收稿日期：２０１８－１２－２４）
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利用图象法分析一阶递推数列的有界性

张莘钿 　 胡典顺
（华中师范大学数学与统计学学院，４３００７９）

１．引言

数列是定义在正整数集或正整数集子集上的特

殊函数，是高考以及自主招生考试中重点考查的内

容．其中，有界性作为数列的一个基本性质，在分析

数列、解决数列的各类问题中起到了关键的作用．
本文以函数图象为切入点，基于提升学生的直

观想象素养，通过观察数列递推函数的图象特征，分
析了一类数列有界的成因及主要特点，提出了数列

有界性的正方形有界命题，为解决或命制数列有界

性问题提供了方向和思路．
２．实例与探索

２．１　 引例

例１　（２００５年江西高考试题）已知数列｛ａｎ｝的

各项都是正数，且满足ａ１＝１，ａｎ＋１＝１２ａｎ
（４－ａｎ），

ｎ∈Ｎ＋．
（１）证明：ａｎ ＜ａｎ＋１ ＜２，ｎ∈Ｎ＋．
（２）求数列｛ａｎ｝的通项公式．
为了说明问题，我们只解决有界性，即证明０＜

ａｎ ＜２．
在处理与自然数ｎ有关的证明题时，我们经常

采用数学归纳法．
当ｋ＝１时，ａ１ ＝１，因此０＜ａ１ ＜２成立；

假设当ｋ＝ｎ时，有０＜ａｎ＜２成立，则当ｋ＝

ｎ＋１时，ａｎ＋１＝ １２ａｎ
（４－ａｎ）＞０，且ａｎ＋１＝ １２ａｎ

（４

－ａｎ）＝２－１２
（ａｎ－２）２＜２，即当ｋ＝ｎ＋１时，命

题０＜ａｎ＋１ ＜２成立．
故对一切ｎ∈Ｎ＋，０＜ａｎ ＜２恒成立．
回顾：如果从函数的角度来看待数列，那么题中

数列的递推函数为ｆ（ｘ）＝１２ｘ
（４－ｘ），在利用数学

归纳法解答时，我们发现，ａｎ ＜２对一切ｎ∈Ｎ＋ 恒

成立，主要是由两个因素引起的：（１）数列的首项ａ１

＜２；（２）数列的递推函 数ｆ（ｘ）＝ １２ｘ
（４－ｘ）．那

么，这个数列的上界Ｍ＝２又与什么因素有关？如果

令ｆ（ｘ）＝ｘ，可得函数ｆ（ｘ）的不动点ｘ＝０和ｘ＝
２，不难发现Ｍ ＝２恰好是题中数列的一个上界，ｍ
＝０也是题中数列的一个下界，因此这个数列的上

下界很有可能与其递推函数ｆ（ｘ）＝ １２ｘ
（４－ｘ）的

不动点有关．
２．２　 一阶数列递推图及正方形区域

对于递推函数ｙ＝ｆ（ｘ），点（ａ１，ｆ（ａ１））在函数

图象上，且这个点的纵坐标就是ｆ（ａ１）＝ａ２，再以ａ２
为横坐标，得到点（ａ２，ａ３）也在函数图象上．以此类

推，可以在图象上作出点（ａ１，ａ２），（ａ２，ａ３），…，（ａｎ，

ａｎ＋１），这些点的 横 坐 标 分 别 是ａ１，ａ２，ａ３，…，ａｎ，…，

纵坐标分别是ａ２，ａ３，ａ４，…，ａｎ＋１，…，即对于递推函

数ｙ＝ｆ（ｘ），｛ａｎ｝既作为ｙ＝ｆ（ｘ）的定义域，又作

为ｙ＝ｆ（ｘ）的值域，称该图为一阶数列递推图．如

果在纵坐标中加入首项，将所有的点用一个区域锁

定住，则锁定的区域恰好为一个正方形区域，如图１
所示；如果纵坐标中不加入首项，那么锁定的区域恰

好为一个长方形区域，如图２所示：

图１

　

图２

据图１所示，在区间［１，２］上，函数的取值范围

Ｂ＝［３２
，２］［１，２］，因此函数在区间［１，２］上的图
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象完全包含在一个正方形区域内，只要数列的首项

落在了区间［１，２］上，则首项 之 后 所 有 的 项 都 会 落

在区间［１，２］上，即所有的点（ａｎ，ａｎ＋１）（ｎ∈Ｎ＋）都

会被限制在这个正方形区域内，由于正方形区域是

有边界的，因此 数 列｛ａｎ｝（ｎ∈Ｎ＋）自 然 是 有 界 的，

且这个边界完全被正方形区域顶点的坐标所控制，

这样，通过一阶递推图就可以较为清楚地找到数列

的上界与下界．
需要注意 的 是，这 个 界 的 取 值 不 一 定 精 确，例

如，在由点（０，０）与点（２，２）为对角线张成的正方形

区域内，函数的取值范围Ｂ＝ ［０，２］与自变量ｘ的

范围［０，２］相同，这时得到的结论是０≤ａｎ≤２（ｎ∈
Ｎ＋），这时下界就显得不够精确了．
３．正方形区域有界命题

３．１　 命题及其证明

受例１以及从中抽象出的模型正方形区域的引

导和启发，经过抽象、归纳、假设、验证的过程，最终

得到了如下命题：

命题 　 若递推函数ｆ（ｘ）是定义在Ｉ上的连续

函数，若存在区间［ａ，ｂ］Ｉ满足ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］
上的值域Ｂ ［ａ，ｂ］，且ａ１ ∈ ［ａ，ｂ］，则由递推函数

ｆ（ｘ）生成的数列
ａ１ ＝ａ，

ａｎ＋１ ＝ｆ（ａｎ），ｎ∈Ｎ烅
烄

烆 ＋

一定有界，

并且ａ≤ａｎ ≤ｂ，ｎ∈Ｎ＋．
证明 　 采用数学归纳法证明有界性．
当ｋ＝１时，因为ａ１＝ａ，所以ａ≤ａ１≤ｂ成立；

假设当ｋ＝ｎ时，有ａ≤ａｎ≤ｂ成立，则当ｋ＝
ｎ＋１时，由于ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上的值域Ｂ［ａ，

ｂ］，故ａｎ＋１＝ｆ（ａｎ）∈Ｂ［ａ，ｂ］成立，即当ｋ＝ｎ＋
１时，命题成立．

由 数学归纳法知，对一切ｎ∈Ｎ＋，ａ≤ａｎ≤ｂ恒

成立．
需要注意的是，若将命题中所有的闭区间［ａ，ｂ］

改成开区间（ａ，ｂ），命题仍然成立，这时得到的结论

是ａ＜ａｎ ＜ｂ，ｎ∈Ｎ＋．
３．２　 命题的使用与正方形区域的寻找

上述命题为我们初步判断一个数列是否有界提

供了一个充分的条件，并且对数列的界有了一个粗

略的估计．在具体使用这个命题的过程中，可以从递

推函数图象上找到一个有界的正方形区域｛（ｘ，ｙ）｜
ｘ，ｙ∈ ［ａ，ｂ］｝包含｛（ｘ，ｙ）｜ｘ∈ ［ａ，ｂ］，ｙ∈Ｂ｝（Ｂ
为递推函数ｆ（ｘ）的值域），这样就能找到一个使得

数列有界的区域．由正方形区域｛（ｘ，ｙ）｜ｘ，ｙ∈［ａ，

ｂ］｝容易得出，它的对角线一定在直线ｙ＝ｘ上，且

正方 形 区 域 中 的 某 些 顶 点 极 有 可 能 是 递 推 函 数

ｆ（ｘ）的不动点．
３．３　 证明数列有界的一般过程与方法

正方形有界区域在我们理解、分析数列的有界

性方面有便捷的地方，但对于数列有界性的证明题，

我们希望找到一种写法，而这种写法就是证明命题

１时用到的数学归纳法．因此，在处理数列有界性的

证明题时，我们有一般步骤如下：
（１）确定递推数列ａｎ＋１＝ｆ（ａｎ），ｎ∈Ｎ＋ 的递推

函数ｆ（ｘ），作出一阶递推图，再根据递推函数及其

不动点找到满足命题的正方形区域；
（２）说明在正方形边界［ａ，ｂ］上，有ｆ（ｘ）的值

域Ｂ ［ａ，ｂ］；
（３）利用数学归纳法说明数列｛ａｎ｝的有界性．
例２　（２００６年湖南高考理科数学试题）已知函

数ｆ（ｘ）＝ｘ－ｓｉｎ　ｘ，数列｛ａｎ｝满足：０＜ａ１＜１，ａｎ＋１
＝ｆ（ａｎ），ｎ＝１，２，３，…．证明：（１）０＜ａｎ＋１ ＜ａｎ ＜

１；（２）ａｎ＋１ ＜ １６ａ
３
ｎ．

分析 　 为了说明问题，我们只解决有界性．题

设数列所对应的递推函数为ｆ（ｘ）＝ｘ－ｓｉｎ　ｘ，令

ｆ（ｘ）＝ｘ，则ｘ＝ｋπ，ｋ∈Ｚ，取定区间（０，１），作出正

方形区域｛（ｘ，ｙ）｜ｘ，ｙ∈ （０，１）｝，如图３．

图３

当ｘ∈ （０，１）时，ｆ（ｘ）∈ （０，１－ｓｉｎ　１） （０，

１），则项ａ１ ∈ （０，１）．
根据上述命题可得，数列｛ａｎ｝，ｎ∈Ｎ＋ 有界，且

ａｎ ∈ （０，１）．
接下来开始完成证明过程：

ｆ（ｘ）＝ｘ－ｓｉｎ　ｘ，ｆ′（ｘ）＝１－ｃｏｓ　ｘ＞０在ｘ

∈ （０，１）上恒成立，故ｆ（ｘ）在区间（０，１）上单调递

增．
且当ｘ∈ ［０，１］时，

ｍａｘ
ｘ∈［０，１］

ｆ（ｘ）＝ｆ（１）＝１－ｓｉｎ　１＜１，

ｍｉｎ
ｘ∈［０，１］

ｆ（ｘ）＝ｆ（０）＝０．

因此，当ｘ∈ （０，１）时，ｆ（ｘ）∈ （０，１）．
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当ｋ＝１时，０＜ａ１ ＜１成立；

假设当ｋ＝ｎ时，０＜ａｎ＜１成立，则当ｋ＝ｎ＋
１时，ａｎ＋１ ＝ｆ（ａｎ）∈ （０，１）．即当ｋ＝ｎ＋１时命题

成立．
由数学归纳法知，０＜ａｎ ＜１，ｎ∈Ｎ＋．
还要说明的一点是，有时试题中要证明数列只

有一边有边界，例如证明ａｎ＞ａ（ａ为常数）时，可能

会出现当ｘ→＋∞时，ｆ（ｘ）的值也趋于正无穷的情

形，这 时 要 寻 找 的 正 方 形 区 域 无 能 是 无 界 的，即

｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＞ａ，ｙ＞ａ｝，只要任给一个有界的正方

形区域｛（ｘ，ｙ）｜ｘ，ｙ∈ （ａ，ｂ）｝，都满足上述命题的

条件，正方形区域就依旧成立，只不过有一边的边界

是趋于无穷的，这时的正方形区域｛（ｘ，ｙ）｜ｘ＞ａ，ｙ
＞ａ｝称为广义正方形区域．
４．正方形有界命题的必要性与优越性

正方形有界命题虽然能帮助我们理解数列有界

性的成因，但似乎不介绍正方形有界命题，根据数学

归纳法也能解决上述问题，这是因为上述模型更加

特殊化，我们可以分析清楚数列的变化情况，并且证

明题也没有涉及到数列边界的寻找，接下来我们利

用正方形有界命题解决一个仅靠数学归纳法不能完

全解决的问题，以此来说明正方形有界命题的必要

性与优越性．
例３　（２０１８学年第一学期浙江省９＋１高中联

盟期中考试高三数学试题）设数列｛ａｎ｝满足ａｎ＋１ ＝
２（｜ａｎ｜－１），ｎ∈Ｎ＋，若存在常数Ｍ＞０，使得对于

任意的ｎ∈Ｎ＋，恒有｜ａｎ｜≤Ｍ，则ａ１ 的取值范围是

．
分析　题设对应的递推函数为ｆ（ｘ）＝２｜ｘ｜－

２，令ｆ（ｘ）＝ｘ，解得ｘ＝２或ｘ＝－２３
，取定区间

［－２，２］，得 到 正 方 形 区 域｛（ｘ，ｙ）｜ｘ，ｙ∈ ［－２，

２］｝，如图４．

图４

　　 当ｘ∈ ［－２，２］时，可知ｆ（ｘ）＝２｜ｘ｜－２∈
［－２，２］．

若首项ａ１∈ ［－２，２］，根据命题可得，数列｛ａｎ｝
有界，且ａｎ ∈ ［－２，２］，ｎ∈Ｎ＋．

当｜ａ１｜＞２时，根据递推图中数列的变化趋势

可以直观得出，数列最终发散，因此，当｜ａ１｜＞２时

都不成立．
综上所述，ａ１ 的取值范围是［－２，２］．
回顾：在这个问题中，求出各类情况下数列｛ａｎ｝

的通项公 式 是 非 常 困 难 的，数 列 的 界 Ｍ 也 不 好 寻

找．并且，当ａ１∈［－２，２］时，根据尝试，数列｛ａｎ｝的

运动不具备单调性，呈现杂乱无章的状态，实际上这

是“混沌”现象，对于高中阶段而言，是无法作出 分

析的，因此也无法分析出数列的有界性，但通过正方

形有界定理很好地回避了这个问题，可以完全不用

讨论“混沌”的性态，直接说明了数列有界．同时 这

也为我们命题提供了一些方向，可以通过正方形有

界命题构造出一些递推关系复杂，无规律的数列试

题，考查学生的直观想象素养以及数形结合等数学

思想方法．
５．小结

本文借助函数的观点，分析了数列有界时一阶

递推图的图象特征，从中抽象出了正方形区域这个

数学模型，并在此基础上介绍了解决数列有界性的

正方形有界命题，为解决或命制一类有界性试题提

供了一定的方法与思路，也为在教学中培养学生直

观想象素养提供了一个合理有效的素材，但对于变

系数的一阶递推问题没有涉及，这也是今后进一步

深入讨论与研究的方向．

参考文献：
［１］沈新权，曹鸿德．一阶递推数列的有界性与单调

性［Ｊ］．数学通报，２０１３（７）．
［２］孙玉泉，杨小远，李尚志．从数列 到 混 沌［Ｊ］．高

等数学研究，２０１２（６）．
［３］范广法．例 说 首 项 对 数 列 性 质 的 影 响［Ｊ］．数 理

天地（高中版），２０１６（５）．
［４］张奠宙，顾鹤荣．不动点定理［Ｍ］．沈阳：辽宁教

育出版社，１９９５．

（收稿日期：２０１８－１２－１３）
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椭圆的切线性质再探

吴 荣 华
（福建省莆田第五中学，３５１１００）

　　 文［１］由 两 个 结 论 得 到 了 椭 圆 切 线 的 四 条 性

质，读后颇受启发，但觉意犹未尽．经探究发现，椭

圆的切线还有许多美妙的性质，值得我们去挖掘和

深究．本文拟在文［１］的基础上，再给出椭圆切线的

另一些性质，意在抛砖引玉，共同赏析．
先把文［１］的 这 两 个 结 论 及 四 条 性 质 抄 录 如

下：

结论１　直线Ａｘ＋Ｂｙ＋ｍ＝０与椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２

＝１（ａ＞ｂ＞０）相切的充要条件是ａ２　Ａ２＋ｂ２　Ｂ２＝
ｍ２．

结论２　 若点Ｐ（ｘ０，ｙ０）在椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ

＞ｂ＞０）上，则ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１

表示经过点Ｐ的切

线．
性质１　 两焦点到切线的距离之积为定值．
性质２　 焦 点 在 切 线 上 的 投 影 的 轨 迹 是 一 个

圆．
性质３　 切线与过切点的焦半径成等角．
性质４　 互 相 垂 直 的 两 切 线 交 点 轨 迹 是 一 个

圆．
下面再给出椭圆切线的另六个性质．上接文［１］

的性质４，有
性质５　 切点与一个焦点关于该切点处的切线

的对称点的连线过另一个焦点．

证明　设椭圆方程为ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０），

点Ｐ（ｘ０，ｙ０）在椭圆上．
据结论２，得椭圆在点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处的切线的方

程为ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１．

当ｘ０ ＝０或ｙ０ ＝０时，易知结论成立．

当ｘ０ｙ０≠０时，切线的斜率ｋ＝－ｂ
２　ｘ０
ａ２　ｙ０

．设左焦

点Ｆ１（－ｃ，０）关于该切线的对称点为Ｑ，则直线Ｆ１Ｑ

的方程为ｙ＝ａ
２　ｙ０
ｂ２　ｘ０

（ｘ＋ｃ）．与切线方程联立，得ｘ０ｘ
ａ２

＋ｙ０ｂ２
·ａ

２　ｙ０
ｂ２　ｘ０

（ｘ＋ｃ）＝１，即ｂ２　ｘ０ｘ＋ａ２　ｙ０·ａ
２　ｙ０
ｂ２　ｘ０

（ｘ＋

ｃ）－ａ２ｂ２＝０，解得ｘ＝ａ
２ｂ４　ｘ０－ａ４ｃｙ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

，则点Ｑ的横

坐标和纵坐标分别为

ｘＱ ＝２ｘ＋ｃ＝２·ａ
２ｂ４　ｘ０－ａ４ｃｙ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

＋ｃ

＝２ａ
２ｂ４　ｘ０－ａ４ｃｙ２０＋ｂ４ｃｘ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

，

ｙＱ ＝ａ
２　ｙ０
ｂ２　ｘ０

（２ａ
２ｂ４　ｘ０－ａ４ｃｙ２０＋ｂ４ｃｘ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

＋ｃ）

＝２ａ
２　ｙ０
ｂ２　ｘ０

·ａ
２ｂ４　ｘ０＋ｂ４ｃｘ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

＝２ａ
２ｂ２　ｙ０（ａ２＋ｃｘ０）
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

．

直线ＱＦ２ 的斜率

ｋＱＦ２ ＝

２ａ２ｂ２　ｙ０（ａ２＋ｃｘ０）
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

２ａ２ｂ４　ｘ０－ａ４ｃｙ２０＋ｂ４ｃｘ２０
ｂ４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０

－ｃ

＝２ａ
２ｂ２　ｙ０（ａ２＋ｃｘ０）

２ａ２（ｂ４　ｘ０－ａ２ｃｙ２０）
＝ｂ

２　ｙ０（ａ２＋ｃｘ０）
ｂ４　ｘ０－ａ２ｃｙ２０

，

直 线ＱＦ２的方程为ｙ＝ｂ
２　ｙ０（ａ２＋ｃｘ０）
ｂ４　ｘ０－ａ２ｃｙ２０

（ｘ－ｃ）．

当ｙ＝ｙ０（ｙ０ ≠０）时，由直线ＱＦ２ 的方程得１

＝ｂ
２（ａ２＋ｃｘ０）
ｂ４　ｘ０－ａ２ｃｙ２０

（ｘ－ｃ），则

ｘ＝ｂ
４　ｘ０－ａ２ｃｙ２０
ｂ２（ａ２＋ｃｘ０）

＋ｃ

＝ｂ
４　ｘ０－ｃ·ａ２　ｙ２０＋ｂ２ｃ（ａ２＋ｃｘ０）

ｂ２（ａ２＋ｃｘ０）

＝ｂ
４　ｘ０－ｃ（ａ２ｂ２－ｂ２　ｘ２０）＋ｂ２ｃ（ａ２＋ｃｘ０）

ｂ２（ａ２＋ｃｘ０）

＝ｂ
２　ｘ０－ａ２ｃ＋ｃｘ２０＋ａ２ｃ＋ｃ２　ｘ０

ａ２＋ｃｘ０

＝
（ｂ２＋ｃ２）ｘ０＋ｃｘ２０
ａ２＋ｃｘ０

＝ａ
２　ｘ０＋ｃｘ２０
ａ２＋ｃｘ０

＝ｘ０．

这就证明了：当ｘ０ｙ０ ≠０时，直线ＱＦ２ 经过点

Ｐ（ｘ０，ｙ０），即直线ＰＱ 恒过右焦点Ｆ２．
如果把左焦点Ｆ１（－ｃ，０）与右焦点Ｆ２（ｃ，０）对
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换，结论仍然成立．证毕．
由性质５可以得到文［１］的性质２、性质３．
证明 　 不妨设这个焦点为Ｆ１（－ｃ，０），设焦点

Ｆ１（－ｃ，０）在 点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处 的 切 线ｌ上 的 投 影 为

Ｈ，连接Ｆ１Ｈ并延长到点Ｑ，使得｜ＨＱ｜＝｜ＨＦ１｜，
则点Ｆ１、Ｑ 关 于 切 线ｌ对 称，有 ＰＱ ＝ ＰＦ１ ，

∠Ｆ１ＰＨ ＝ ∠ＱＰＨ．
又据性质５得 直 线ＰＱ 恒 过 焦 点Ｆ２（ｃ，０），则

∠ＱＰＨ 的对顶角即为切线ｌ与焦半径ＰＦ２ 所成的

角．而∠Ｆ１ＰＨ 为切线ｌ与焦半径ＰＦ１ 所成的角．从
而可得切线与过切点的焦半径成等 角．文［１］的 性

质３得证．
再由 椭 圆 定 义 得 ＱＦ２ ＝ ＰＱ ＋ ＰＦ２ ＝

ＰＦ１ ＋ ＰＦ２ ＝ ２ａ， 进 而 易 得 ＯＨ ＝
１
２ ＱＦ２ ＝ａ（其中Ｏ为坐标原点），从而可得点 Ｈ

的轨迹方程为ｘ２＋ｙ２＝ａ２，即焦点在切线上的投影

的轨迹是一个圆．文［１］的性质２得证．
性质６　 焦点对切点、该切点处的切线与该焦

点相应准线的 交 点（当 切 线 与 准 线 有 交 点 时）张 直

角．

证明 　 据结论２，得椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）在切点Ｐ（ｘ０，ｙ０）处切线的方程为ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝

１．
易知ｙ０ ≠０，否则切线与准线平行，无交点．不

妨设焦点、准线分别为Ｆ（ｃ，０）、ｘ＝ａ
２

ｃ
，联立切线与

准线 的 方 程，得
ｘ０
ａ２
·ａ

２

ｃ ＋ｙ０ｙｂ２ ＝ １，即 ｙ ＝

ｂ２（ｃ－ｘ０）
ｃｙ０

．

可得切线与准线的交点Ｑ（ａ
２

ｃ
，ｂ
２（ｃ－ｘ０）
ｃｙ０

）．则

→ＦＰ· →ＦＱ ＝ （ｘ０－ｃ，ｙ０）·（ａ
２

ｃ－ｃ
，ｂ
２（ｃ－ｘ０）
ｃｙ０

）

＝
（ａ２－ｃ２）（ｘ０－ｃ）

ｃ ＋ｂ
２（ｃ－ｘ０）
ｃ ＝０，

从而有ＦＰ ⊥ＦＱ，即 ∠ＰＦＱ 为直角，从而得：
焦点对切点、该切点处的切线与该焦点相应准线的

交点张直角．
特别地，当ａ２ ＝４，ｂ２ ＝３，准线为右准线时，有

∠ＰＦ２Ｑ（其中Ｆ２ 为右焦点（１，０））为直角，即以ＰＱ
为直径的圆恒过定点Ｍ（１，０）．这就是２０１２年全国

高考福建卷理科试题题１９（Ⅱ）的结论：

如图１，椭圆Ｅ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的左

焦点为Ｆ１，右焦点为Ｆ２，离心率ｅ＝ １２．
过Ｆ１ 的直

线交椭圆于Ａ、Ｂ两点，且 △ＡＢＦ２ 的周长为８．

图１

（Ⅰ）求椭圆Ｅ的方程；（答案：ｘ
２

４＋
ｙ２
３ ＝１．

）

（Ⅱ）设动直线ｌ：ｙ＝ｋｘ＋ｎ与椭圆Ｅ有且只有

一个公共点Ｐ，且与直线ｘ＝４相交于点Ｑ．试探究：
在坐标平面内是否存在定点Ｍ，使得以ＰＱ 为直径

的圆恒过点Ｍ？若 存 在，求 出 点 Ｍ 的 坐 标；若 不 存

在，说明理由．
性质７　设Ｐ为椭圆上异于长轴端点Ａ１、Ａ２ 的

一点，直线ＰＡ１、ＰＡ２分别与椭圆外且垂直于长轴的

直线ｌ的交点所成的线段被点Ｐ 处的切线平分．

证明 　 据结论２，得椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）在点Ｐ（ｘ０，ｙ０）（ｙ０ ≠０）处切 线 的 方 程 为ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１．

设直线ｌ：ｘ＝ｍ（ｍ ＞ａ），可得两直线的交点

坐标为Ｍ（ｍ，ｂ
２（ａ２－ｍｘ０）
ａ２　ｙ０

）．

设Ａ１（－ａ，０），Ａ２（ａ，０），直线ＰＡ１，ＰＡ２ 的方程

分 别为ｙ＝ ｙ０
ｘ０＋ａ

（ｘ＋ａ），ｙ＝ ｙ０
ｘ０－ａ

（ｘ－ａ），与直

线ｌ的 交 点 分 别 为Ａ（ｍ， ｙ０
ｘ０＋ａ

（ｍ ＋ａ）），Ｂ（ｍ，

ｙ０
ｘ０－ａ

（ｍ－ａ））．

因为

ｙ０
ｘ０＋ａ

（ｍ＋ａ）＋ ｙ０
ｘ０－ａ

（ｍ－ａ）

＝ｙ０
［（ｍ＋ａ）（ｘ０－ａ）＋（ｍ－ａ）（ｘ０＋ａ）］

（ｘ０＋ａ）（ｘ０－ａ）

＝２ｙ０
（ｍｘ０－ａ２）
ｘ２０－ａ２

＝ ２ｙ０（ｍｘ０－ａ２）
ａ２ｂ２－ａ２　ｙ２０

ｂ２ －ａ２

＝２ｂ
２（ａ２－ｍｘ０）
ａ２　ｙ０

，
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则 线 段 ＡＢ 的 中 点 的 坐 标 为 （ｍ，
ｂ２（ａ２－ｍｘ０）

ａ２　ｙ０
），恰与点Ｍ 重合，故线段ＡＢ 被点Ｐ

处的切线平分．证毕．

性质８　 设椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的焦

半径为ＰＦ１，ＰＦ２，原点Ｏ到点Ｐ处的切线的距离为

ｄ，则｜ＰＦ１｜·｜ＰＦ２｜＝ａ
２ｂ２
ｄ２ ．

证明 　 设Ｐ（ｘ０，ｙ０），据结论２，得点Ｐ（ｘ０，ｙ０）

处切线的方程为
ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１

，则原点Ｏ到切线的

距离

ｄ＝ １

（ｘ０
ａ２
）２＋（ｙ０ｂ２

）槡 ２

＝ ａ２ｂ２

ｂ４　ｘ２０＋ａ４ｙ槡 ２
０

，

｜ＰＦ１｜·｜ＰＦ２｜＝ｅ｜ｘ０＋ａ
２

ｃ｜
·ｅ｜ｘ０－ａ

２

ｃ｜

＝ｅ２｜ｘ２０－（ａ
２

ｃ
）２｜＝｜ａ

２－ｂ２
ａ２

·ｘ２０－ａ２｜

＝｜ａ
２　ｘ２０－ｂ２　ｘ２０－ａ２·ａ２｜

ａ２

＝｜－ｂ
４　ｘ２０＋ａ２（ｂ２　ｘ２０－ａ２ｂ２）｜

ａ２ｂ２

＝｜－ｂ
４　ｘ２０＋ａ２·（－ａ２　ｙ２０）｜

ａ２ｂ２

＝ｂ
４　ｘ２０＋ａ４　ｙ２０
ａ２ｂ２

，

由以上两式，可得｜ＰＦ１｜·｜ＰＦ２｜＝ａ
２ｂ２
ｄ２ ．

性质９　 设椭圆在点Ｐ（异于左、右顶点）处的

切线为ｌ，焦点为Ｆ１、Ｆ２，记直线ＰＦ１、ＰＦ２、ｌ的斜率

分别为ｋ１、ｋ２、ｋ，则 １
ｋ１ｋ＋

１
ｋ２ｋ

为定值．

证明 　 据结论２，得椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）在点Ｐ（ｘ０，ｙ０）（ｙ０ ≠０）处切 线 的 方 程 为ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１

，其斜率ｋ＝－ｂ
２　ｘ０
ａ２　ｙ０

．

又１
ｋ１＋

１
ｋ２ ＝

ｘ０＋ｃ
ｙ０ ＋ｘ０－ｃｙ０ ＝２ｘ０ｙ０

，所以

１
ｋ１ｋ＋

１
ｋ２ｋ＝

２ｘ０
ｙ０
·１
ｋ ＝

２ｘ０
ｙ０
· １

－ｂ
２　ｘ０
ａ２　ｙ０

＝－２ａ
２

ｂ２ ．

即 １
ｋ１ｋ＋

１
ｋ２ｋ

为定值．

性质１０　 设Ｑ为过椭圆中心且平行于点Ｐ（异

于左、右顶点）处切线的直线ｌ上一点，则直线ＰＱ过

焦点的充要条件是 ＰＱ 等于椭圆的长半轴的长．

证明 　 据结论２，得椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞

０）在点Ｐ（ｘ０，ｙ０）（ｙ０ ≠０）处切 线 的 方 程 为ｘ０ｘ
ａ２ ＋

ｙ０ｙ
ｂ２ ＝１

，其斜率为－ｂ
２　ｘ０
ａ２　ｙ０

，则直线ｌ：ｙ＝－ｂ
２　ｘ０
ａ２　ｙ０

ｘ．

设Ｑ（ａ２　ｙ０ｔ，－ｂ２　ｘ０ｔ），则直线ＰＱ的方程为ｙ－

ｙ０ ＝ｙ０＋ｂ
２　ｘ０ｔ

ｘ０－ａ２　ｙ０ｔ
（ｘ－ｘ０），令ｙ＝０，得直线ＰＱ与ｘ

轴的 交 点 的 横 坐 标ｘ ＝ｙ０
（ａ２　ｙ０ｔ－ｘ０）
ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ

＋ｘ０ ＝

（ａ２　ｙ２０＋ｂ２　ｘ２０）ｔ
ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ

＝ ａ２ｂ２ｔ
ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ

．

于是，

ＰＱ ＝ａ
 （ｘ０－ａ２　ｙ０ｔ）２＋（ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ）２ ＝ａ２

ｘ２０＋ｙ２０＋（ａ４　ｙ２０＋ｂ４　ｘ２０）ｔ２－２（ａ２－ｂ２）ｘ０ｙ０ｔ
＝ａ２

ａ
２ｂ２－ａ２　ｙ２０
ｂ２ ＋ｙ２０ ＋ （ａ４ ·ａ

２ｂ２－ｂ２　ｘ２０
ａ２ ＋

ｂ４　ｘ２０）ｔ２－２ｃ２　ｘ０ｙ０ｔ＝ａ２

ｂ２［ａ２（ａ２ｂ２－ｂ２　ｘ２０）＋ｂ４　ｘ２０］ｔ２＋ａ２ｂ２－ａ２　ｙ２０＋
ｂ２　ｙ２０－２ｂ２ｃ２　ｘ０ｙ０ｔ＝ａ２ｂ２

ｂ４（ａ４－ｃ２　ｘ２０）ｔ２－２ｂ２ｃ２　ｘ０ｙ０ｔ－ｃ２　ｙ２０ ＝０
 ［ｂ２（ａ２＋ｃｘ０）ｔ＋ｃｙ０］·［ｂ２（ａ２－ｃｘ０）ｔ－ｃｙ０］

＝０
ｂ２（ａ２＋ｃｘ０）ｔ＋ｃｙ０＝０或ｂ２（ａ２－ｃｘ０）ｔ－ｃｙ０
＝０

 ａ２ｂ２ｔ
ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ

＝－ｃ或 ａ２ｂ２ｔ
ｙ０＋ｂ２　ｘ０ｔ

＝ｃ

 直线ＰＱ 过焦点（－ｃ，０）或（ｃ，０）．
以上给出了椭圆切线的另六条性质，展示了圆

锥曲线的规律美、和 谐 美．这 些 性 质 可 为 解 决 有 关

椭圆切线问题提供方便，同时也为有关椭圆的命题

提供了理论依据和理论背景．椭圆切线的这些性质，
能否推广到双曲线、抛物线的情形？这一问题留给读

者继续探究．

参考文献：
［１］陈 哓 明．椭 圆 的 切 线 性 质［Ｊ］．数 学 通 讯（上 半

月），２０１８（６）：２５－２７．

（收稿日期：２０１８－１２－２４）
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也谈椭圆的一个性质

敬加义 　　　　　　　　　　 王翠华
（四川省绵阳市开元中学，６２１０００）　（四川省德阳市旌阳区孟家中学，６１８０１７）

　　文［１］中，定理１给出了弦ＡＢ的端点分别是椭

圆右顶点和上顶点、点Ｍ 是弦ＡＢ 的中点时两三角

形的面积比，定理２指出了Ｍ 是弦ＡＢ 的内分点时

两三角形面积比的取值范围．
笔者研究发现，当点Ｍ 不在椭圆上时，分点Ｍ

和 弦ＡＢ具有任意性，此时弦ＡＢ与直径ＣＤ 的两端

点构成的 △ＡＢＣ、△ＡＢＤ 的 面 积 比 是 一 个 仅 与 分

点Ｍ 的坐标有关的常数，并且这一结论可移植到双

曲线中．

记ｆ（ｘ，ｙ）＝ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２
（ａ＞ｂ＞０），ｈ（ｘ，ｙ）＝ｘ

２

ａ２

－ｙ
２

ｂ２
（ａ＞０，ｂ＞０），则方程ｆ（ｘ，ｙ）＝１表示椭圆：

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０），方程ｈ（ｘ，ｙ）＝１表示双

曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，ｂ＞０）．

定理１　 设Ｍ（ｘ０，ｙ０）是不在椭圆Г：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２＝

１（ａ＞ｂ＞０）上的任意一点，过点Ｍ 的直线与Г交

于Ａ、Ｂ两点，直线ＯＭ 交Г于点Ｃ、点Ｄ（Ｏ为坐标原

点），弦ＡＢ 与 直 径ＣＤ 的 两 端 点 构 成 的 △ＡＢＣ、

△ＡＢＤ 的面积分别是Ｓ１、Ｓ２．设ｋ＝ ｍｉｎ
｛Ｓ１，Ｓ２｝

ｍａｘ｛Ｓ１，Ｓ２｝
，

则有ｋ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜．

证 明　 如图１（两图分别表示分点Ｍ在Г内部

和外部两种情形）．

图１

当 ｘ０ ≠ ０ 时，直 线 ＣＤ 的 参 数 方 程 为

ｘ＝ｘ０＋ｔｃｏｓθ，

ｙ＝ｙ０＋ｔｓｉｎ烅
烄

烆 θ
（ｔ为参数），代入椭圆Г的方程并

按参数ｔ整理，得
（ｂ２ｃｏｓ２θ＋ａ２ｓｉｎ２θ）ｔ２ ＋２（ｂ２　ｘ０ｃｏｓθ＋ａ２　ｙ０·

ｓｉｎθ）ｔ＋（ｂ２　ｘ２０＋ａ２　ｙ２０－ａ２ｂ２）＝０． ①

由 于ｘ０≠０，所以ｙ０
ｘ０＝

ｓｉｎθ
ｃｏｓθ

，又由ｆ（ｘ０，ｙ０）＝

ｘ２０
ａ２＋

ｙ２０
ｂ２

可得ｂ２　ｘ２０＋ａ２　ｙ２０ ＝ａ２ｂ２　ｆ（ｘ０，ｙ０），所以

ｂ２ｃｏｓ２θ＋ａ２ｓｉｎ２θ＝ｃｏｓ２θ·［ｂ２＋ａ２·（ｙ０ｘ０
）２］＝

ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·（ｂ２　ｘ２０＋ａ２　ｙ２０）＝ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ａ２ｂ２　ｆ（ｘ０，ｙ０），

ｂ２　ｘ０ｃｏｓθ＋ａ２　ｙ０ｓｉｎθ＝ｃｏｓθ·（ｂ２　ｘ０＋ａ２　ｙ０·

ｙ０
ｘ０
）＝ｃｏｓθｘ０

·（ｂ２　ｘ２０＋ａ２　ｙ２０）＝ｃｏｓθｘ０
·ａ２ｂ２　ｆ（ｘ０，ｙ０），

ｂ２　ｘ２０＋ａ２　ｙ２０－ａ２ｂ２ ＝ａ２ｂ２［ｆ（ｘ０，ｙ０）－１］，

代入 ① 式整理得

［ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ｆ（ｘ０，ｙ０）］ｔ２＋［２ｃｏｓθｘ０

·ｆ（ｘ０，ｙ０）］ｔ＋

ｆ（ｘ０，ｙ０）－１＝０． ②
设ｔ１、ｔ２ 是 该 二 次 方 程 的 两 实 根，根 据 韦 达 定

理，有

ｔ１＋ｔ２ ＝－

２ｃｏｓθ
ｘ０

·ｆ（ｘ０，ｙ０）

ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·ｆ（ｘ０，ｙ０）
＝－ ２ｘ０ｃｏｓθ

，

ｔ１ｔ２＝ ｆ（ｘ０，ｙ０）－１
ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·ｆ（ｘ０，ｙ０）
＝ｘ

２
０［ｆ（ｘ０，ｙ０）－１］
ｃｏｓ２θｆ（ｘ０，ｙ０）

，

所以

ｔ１
ｔ２ ＋

ｔ２
ｔ１ ＝

ｔ２１＋ｔ２２
ｔ１ｔ２ ＝

（ｔ１＋ｔ２）２

ｔ１ｔ２ －２

＝
（－ ２ｘ０ｃｏｓθ

）２

ｘ２０［ｆ（ｘ０，ｙ０）－１］
ｃｏｓ２θｆ（ｘ０，ｙ０）

－２
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＝ ４ｆ（ｘ０，ｙ０）
ｆ（ｘ０，ｙ０）－１－

２＝２
［ｆ（ｘ０，ｙ０）＋１］
ｆ（ｘ０，ｙ０）－１

．

由参数ｔ的几何意义知：当Ｍ（ｘ０，ｙ０）在Г内部

时，ｔ１，ｔ２ 异号且０＜ｆ（ｘ０，ｙ０）＜１；当Ｍ（ｘ０，ｙ０）在

Г外部 时，ｔ１，ｔ２ 同 号 且ｆ（ｘ０，ｙ０）＞１．因 此，当 点

Ｍ（ｘ０，ｙ０）不在Г上时，ｔ１
ｔ２

与ｔ２
ｔ１

总有相同的符号，从

而

ｋ＋１ｋ ＝｜
ｔ１
ｔ２｜＋｜

ｔ２
ｔ１｜＝｜

ｔ１
ｔ２ ＋

ｔ２
ｔ１｜

＝２｜ｆ
（ｘ０，ｙ０）＋１
ｆ（ｘ０，ｙ０）－１｜

．

即得关于ｋ的二次方程｜ｆ（ｘ０，ｙ０）－１｜·ｋ２－
２｜ｆ（ｘ０，ｙ０）＋１｜·ｋ＋｜ｆ（ｘ０，ｙ０）－１｜＝０．

因为ｆ（ｘ０，ｙ０）＞０，解此方程，得

ｋ＝２
［ｆ（ｘ０，ｙ０）＋１］±４　ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）

２｜ｆ（ｘ０，ｙ０）－１｜

＝ｆ
（ｘ０，ｙ０）±２　ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜ｆ（ｘ０，ｙ０）－１｜

＝
［ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）±１］２

｜［ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１］［ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１］｜
，

所以

ｋ１ ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜，

ｋ２ ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１

｜，

显然ｋ１ ≤ｋ２．

因为ｋ＝ ｍｉｎ
｛Ｓ１，Ｓ２｝

ｍａｘ｛Ｓ１，Ｓ２｝
，所以

ｋ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜，

此时定理成立．
当 ｘ０ ＝ ０ 时，直 线 ＣＤ 的 参 数 方 程 为

ｘ＝０，

ｙ＝ｙ０＋｛ ｔ
（ｔ为参数），代入椭圆Г的方程并按参

数ｔ整理，得ｔ２＋２ｙ０ｔ＋（ｙ２０－ｂ２）＝０，解得ｔ＝－ｙ０
±ｂ．因而

ｋ＋１ｋ ＝｜
－ｙ０＋ｂ
－ｙ０－ｂ＋

－ｙ０－ｂ
－ｙ０＋ｂ｜

＝２｜ｙ
２
０＋ｂ２

ｙ２０－ｂ２
｜＝２｜

ｙ２０
ｂ２＋１

ｙ２０
ｂ２－１

｜

＝２｜ｆ
（０，ｙ０）＋１
ｆ（０，ｙ０）－１｜

，

解得

ｋ１ ＝｜ ｆ（０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（０，ｙ０槡 ）＋１

｜，

ｋ２ ＝｜ ｆ（０，ｙ０槡 ）＋１
ｆ（０，ｙ０槡 ）－１

｜，

显 然ｋ１≤ｋ２，从而ｋ＝｜ ｆ（０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（０，ｙ０槡 ）＋１

｜，此时

定理也成立．
综上所述，定理１为真．

评注　当Ａ（ａ，０），Ｂ（０，ｂ）时，若Ｍ（ａ２
，ｂ
２
），令

ｘ０ ＝ ａ２
，ｙ０ ＝ｂ２

，则ｆ（ｘ０，ｙ０）＝ １ａ２
·（ａ
２
）２＋１ｂ２

·

（ｂ
２
）２ ＝ １２

，易得ｋ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜＝ （槡２－

１）２，即得文［１］中定理１的结论．当Ａ（ａ，０），Ｂ（０，ｂ）

时，若 →ＢＭ ＝λ →ＭＡ（λ＞０），则Ｍ（λａ１＋λ
，ｂ
１＋λ

），令ｘ０

＝ λａ
１＋λ

，ｙ０＝ ｂ
１＋λ

，则ｆ（ｘ０，ｙ０）＝ λ２＋１
（λ＋１）２

，易得

ｋ＝｜ ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｆ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜＝｜ λ２　＋槡 １－（λ＋１）
λ２　＋槡 １＋（λ＋１）

｜，运

用 文［１］的算法可得ｋ∈（０，３　－ 槡２　２］，这就是文［１］

中定理２的结论．故本文定理１是文［１］中两个定理

的推广．

定 理２　设Ｍ（ｘ０，ｙ０）是不在双曲线Г：ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２

＝１（ａ＞０，ｂ＞０）上的任意一点，过Ｍ 的直线与Г
交 于Ａ、Ｂ两点，直线ＯＭ 交Г于点Ｃ、点Ｄ（Ｏ为坐标

原点），弦ＡＢ 与直径ＣＤ 的两端点构成的 △ＡＢＣ、

△ＡＢＤ 的面积分别是Ｓ１、Ｓ２．设ｋ＝ ｍｉｎ
｛Ｓ１，Ｓ２｝

ｍａｘ｛Ｓ１，Ｓ２｝
，

则有ｋ＝｜ ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜．

证明 　 如图２（两图分别表示点Ｍ 在Г内部和

外部两种情形）

图２
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当 ｘ０ ≠ ０ 时，直 线 ＣＤ 的 参 数 方 程 为

ｘ＝ｘ０＋ｔｃｏｓθ，

ｙ＝ｙ０＋ｔｓｉｎ烅
烄

烆 θ
（ｔ为参数），代入双曲线Г的方程

并按参数ｔ整理，得
（ｂ２ｃｏｓ２θ－ａ２ｓｉｎ２θ）ｔ２ ＋２（ｂ２　ｘ０ｃｏｓθ－ａ２　ｙ０·

ｓｉｎθ）ｔ＋（ｂ２　ｘ２０－ａ２　ｙ２０－ａ２ｂ２）＝０． ①

由 于ｘ０≠０，所以ｙ０
ｘ０＝

ｓｉｎθ
ｃｏｓθ

，又由ｈ（ｘ０，ｙ０）＝

ｘ２０
ａ２－

ｙ２０
ｂ２

可得ｂ２　ｘ２０－ａ２　ｙ２０ ＝ａ２ｂ２　ｈ（ｘ０，ｙ０），所以

ｂ２ｃｏｓ２θ－ａ２ｓｉｎ２θ＝ｃｏｓ２θ·［ｂ２－ａ２·（ｙ０ｘ０
）２］＝

ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·（ｂ２　ｘ２０－ａ２　ｙ２０）＝ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ａ２ｂ２　ｈ（ｘ０，ｙ０），

ｂ２　ｘ０ｃｏｓθ－ａ２　ｙ０ｓｉｎθ＝ｃｏｓθ·（ｂ２　ｘ０－ａ２　ｙ０·

ｙ０
ｘ０
）＝ｃｏｓθｘ０

·（ｂ２　ｘ２０－ａ２　ｙ２０）＝ｃｏｓθｘ０
·ａ２ｂ２　ｈ（ｘ０，ｙ０），

ｂ２　ｘ２０－ａ２　ｙ２０－ａ２ｂ２ ＝ａ２ｂ２［ｈ（ｘ０，ｙ０）－１］，
代入 ① 式整理得

［ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ｈ（ｘ０，ｙ０）］ｔ２＋［２ｃｏｓθｘ０

·ｈ（ｘ０，ｙ０）］ｔ＋

ｈ（ｘ０，ｙ０）－１＝０． ②

显然有ｂ２ｃｏｓ２θ－ａ２ｓｉｎ２θ≠０，即有ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ｈ（ｘ０，

ｙ０）≠０，由直线ＣＤ 与Г有两个不同交点知该方程

的判别 式 Δ＝ ［２ｃｏｓθｘ０
·ｈ（ｘ０，ｙ０）］２ －４［ｃｏｓ

２θ
ｘ２０

·

ｈ（ｘ０，ｙ０）］·［ｈ（ｘ０，ｙ０）－１］＝４ｃｏｓ
２θ

ｘ２０
·ｈ（ｘ０，ｙ０）＞

０，所以ｈ（ｘ０，ｙ０）＞０．
设ｔ１、ｔ２ 是二次方程 ② 的 两 实 根，根 据 韦 达 定

理，有

ｔ１＋ｔ２ ＝－

２ｃｏｓθ
ｘ０

·ｈ（ｘ０，ｙ０）

ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·ｈ（ｘ０，ｙ０）
＝－ ２ｘ０ｃｏｓθ

，

ｔ１ｔ２ ＝ ｈ（ｘ０，ｙ０）－１
ｃｏｓ２θ
ｘ２０

·ｈ（ｘ０，ｙ０）
＝ｘ

２
０［ｈ（ｘ０，ｙ０）－１］
ｃｏｓ２θｈ（ｘ０，ｙ０）

，

所以

ｔ１
ｔ２ ＋

ｔ２
ｔ１ ＝

ｔ２１＋ｔ２２
ｔ１ｔ２ ＝

（ｔ１＋ｔ２）２

ｔ１ｔ２ －２

＝
（－ ２ｘ０ｃｏｓθ

）２

ｘ２０［ｈ（ｘ０，ｙ０）－１］
ｃｏｓ２θｈ（ｘ０，ｙ０）

－２

＝ ４ｈ（ｘ０，ｙ０）
ｈ（ｘ０，ｙ０）－１－

２

＝２
［ｈ（ｘ０，ｙ０）＋１］
ｈ（ｘ０，ｙ０）－１

．

由参数ｔ的几何意义知：当Ｍ（ｘ０，ｙ０）在Г内部

时，ｔ１，ｔ２ 同号且ｈ（ｘ０，ｙ０）＞１；当Ｍ（ｘ０，ｙ０）在Г外

部时，ｔ１，ｔ２ 异号 且０＜ｈ（ｘ０，ｙ０）＜１．因 此，当 点

Ｍ（ｘ０，ｙ０）不在Г上时，ｔ１
ｔ２

与ｔ２
ｔ１

总有相同的符号，从

而

ｋ＋１ｋ ＝｜
ｔ１
ｔ２｜＋｜

ｔ２
ｔ１｜＝｜

ｔ１
ｔ２ ＋

ｔ２
ｔ１｜

＝２｜ｈ
（ｘ０，ｙ０）＋１
ｈ（ｘ０，ｙ０）－１｜

．

即得关于ｋ的二次方程｜ｈ（ｘ０，ｙ０）－１｜·ｋ２－
２｜ｈ（ｘ０，ｙ０）＋１｜·ｋ＋｜ｈ（ｘ０，ｙ０）－１｜＝０．

因为ｈ（ｘ０，ｙ０）＞０，解此方程，得

ｋ＝２
［ｈ（ｘ０，ｙ０）＋１］±４　ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）

２｜ｈ（ｘ０，ｙ０）－１｜

＝ｈ
（ｘ０，ｙ０）±２　ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜ｈ（ｘ０，ｙ０）－１｜

＝
［ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）±１］２

｜（ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１）（ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１）｜
，

所以

ｋ１ ＝｜ ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜，

ｋ２ ＝｜ ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１
ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１

｜，

显然ｋ１ ≤ｋ２．

所以ｋ＝ｍｉｎ
｛Ｓ１，Ｓ２｝

ｍａｘ｛Ｓ１，Ｓ２｝＝｜
ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）－１
ｈ（ｘ０，ｙ０槡 ）＋１

｜，此

时定理成立．
当ｘ０＝０时，仿定理１的证法可证结论也成立．
故定理２为真．

参考文献：

［１］黄 海 波．椭 圆 的 一 个 性 质［Ｊ］．数 学 通 讯（下 半

月），２０１２（１１）．

（收稿日期：２０１８－１２－１９）
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透析高考命题方向 　 优化三角复习方略

崔 绪 春
（江苏省清江中学，２２３００１）

　　 三角函数是中学数学中重要的初等函数之一，

它的定义与性质有着十分鲜明的特征与规律性，它

与代数、几何有着密切的联系，是研究其它部分知识

的重要工具，在实际问题中也屡见不鲜，因此三角函

数内容是每年高考必考的内容之一．考查形式基本

上是一个或两个小题、一个大题，考题多为容易题、

基本题，难度不大；考查内容主要是对概念的理解和

三角变换以及三角函数图象与性质（包括对定义的

理解和运用，象限角及符号、运用诱导公式，同角三

角函数关系式化简、求值等），灵活运用上述概念和

各种三角公式进行化简、求值、证明以及解三角形或

结合三角函 数 的 图 象 考 查 性 质 等 是 近 些 年 来 的 热

点．下面就近几年来三角函数高考题进行归类解析，

旨在透视高考题信息，把握高考命题方向，科学高效

地搞好高考复习，并提出复习建议．
一、对考查内容及考题分布情况分析

年份
江苏卷

题号

江苏卷考

查内容

全国 Ⅰ
卷题号

全国 Ⅰ 卷

考查内容

２０１４
第 ５、
１４、１５
题

三角 函 数 图 象 与

性 质，解 三 角 形，
三角变换

第 ３、
１６、１７
题

三 角 函 数 值 比 大

小，三 角 变 换，三 角

函 数 图 象 与 性 质

（单调性）

２０１５
第 ８、
１４、１５
题

正 切 和 角，倍 角

公式，解三角形

第 ２、
８、１６
题

三角 函 数 图 象 与 性

质（零 点、单 调 性），
解三 角 形（求 角、周

长）

２０１６
第 ９，
１４，１５
题

三角 函 数 图 象 与

性 质、三 角 变 换，
解 三 角 形、两 角

和与差公式

第１２、
１７题

求 值，三 角 函 数 图

形 与 性 质，考 查 运

算能力

２０１７
第 ５，
１２，１６
题

诱 导 公 式、三 角

恒 等 式 变 换，和

与 差 角 公 式，三

角函 数 图 象 与 性

质（最值）

第 ９、
１７题

三角 函 数 图 象 的 性

质，解 三 角 形（正 弦

余弦定理、周长）

２０１８

第 ７、
１３、
１６、１８
题

三角 函 数 图 象 与

性 质，解 三 角 形，
三角变换，三角函

数应用及有界性

第１６、
１７题

三角 函 数 应 用 及 有

界 性 最 值，解 三 角

形（正 弦 定 理、余 弦

定理）

从表中可以得到这样的信息，三角函数是每年

高考必考的知 识 点，主 要 考 查 以 下 六 个 方 面 内 容：
（１）三角函数的基本概念；（２）三角函数基本关系式

及其诱导公式；（３）三角函数图象与性质；（４）三角

变换；（５）解三角形；（６）三角函数综合应用问题．并
考查到数学抽象、数学运算、逻辑推理、直观想象、数
学建模等核心素养．

二、对三角函数高考题进行归类解析

１．考查三角函数的定义与基本运算

例１　（２０１４年全国卷文科，２）已知角α的终边

经过点（－４，３），则ｃｏｓα＝ （　　）

（Ａ）４５．　　　　　
（Ｂ）３５．

（Ｃ）－３５．
（Ｄ）－４５．

分析　根据任意角三角函数定义，ｃｏｓα＝ｘｒ
，

ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２（ｒ＞０），易解出ｃｏｓα．
解 　 因 为 角α的 终 边 经 过 点（－４，３），ｒ＝

（－４）２＋３槡 ２ ＝５，所以ｃｏｓα＝ｘｒ ＝
－４
５ ＝－４５

，

故选（Ｄ）．
评注　（１）如果角α终边上一点坐标已经确定，

那么根据任意角三角函数定义，角α的三角函数值

也是确定的；另外，若角α已经给定，不论点Ｐ选择

在角α的什么位置，角α的三角函数值也是确定的；
（２）本题表面上 是 给 出 点 的 坐 标，实 质 上 要 求

学生结合具体情境，抽象出利用三角函数定义解决

问题，以此考查学生数学抽象核心素养．
例２　（２０１６年 全 国 新 课 标 Ⅲ 卷 理 科，５）若

ｔａｎα＝ ３４
，则ｃｏｓ２α＋２ｓｉｎ　２α＝ （　　）

（Ａ）６４２５．
（Ｂ）４８２５．

（Ｃ）１． （Ｄ）１６２５．

分析 　 由ｔａｎα＝ ３４
，利用同角三角函数间的
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基本关系式ｔａｎα＝ｓｉｎαｃｏｓα
及ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１可以

得到：ｓｉｎα＝ ３５
，ｃｏｓα＝ ４５

或ｓｉｎα＝－３５
，ｃｏｓα

＝－４５
，再利用倍角公式可解决问题．

解法一 　 由ｔａｎα＝ ３４
及ｔａｎα＝ｓｉｎαｃｏｓα

，ｓｉｎ２α

＋ｃｏｓ２α＝１得到：ｓｉｎα＝ ３５
，ｃｏｓα＝ ４５

或ｓｉｎα＝

－３５
，ｃｏｓα＝－４５．

所以ｃｏｓ２α＋２ｓｉｎ　２α＝１６２５＋４×

１２
２５＝

６４
２５
，故选（Ａ）．

解法二 　ｃｏｓ２α＋２ｓｉｎ　２α＝ｃｏｓ２α＋４ｓｉｎαｃｏｓα

＝ｃｏｓ
２α＋４ｓｉｎαｃｏｓα

１ ＝ｃｏｓ
２α＋４ｓｉｎαｃｏｓα
ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α

＝

ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２α＋

４ｓｉｎαｃｏｓα
ｃｏｓ２α

ｓｉｎ２α
ｃｏｓ２α＋

ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２α

＝１＋４ｔａｎα１＋ｔａｎ２α

＝
１＋４×３４

１＋（３４
）２
＝６４２５．

评注 　（１）因 为ｃｏｓ２α＋２ｓｉｎ　２α＝ｃｏｓ２α＋
４ｓｉｎαｃｏｓα是个齐次式，可利用同角三角函数关系

式ｔａｎα＝ｓｉｎαｃｏｓα
，将关于ｓｉｎα与ｃｏｓα的问题转化为

已知的ｔａｎα问题．
（２）转化为已知ｔａｎα的问题常见形式有以下几

种：① ｓｉｎα＋ｃｏｓαｓｉｎα－ｃｏｓα
，② ｓｉｎ

２α＋３ｃｏｓ２α
ｓｉｎ２α－ｃｏｓ２α

，③ｃｏｓ２α＋

４ｓｉｎαｃｏｓα，④ ｓｉｎ２α＋３
ｓｉｎ２α－ｃｏｓ２α

，⑤ｓｉｎα＋ｃｏｓαｓｉｎ３α－ｃｏｓ３α
，解决

这类问题的基本方法就是转化为ｔａｎα，其本质问题

是转化为齐次式，然后分子、分母同除以ｃｏｓα的相

应次数，从而使学生会一题到会解一类题，若没掌握

算理、算法，往往事倍功半．
（３）数学运算核 心 素 养 的 训 练，功 夫 要 落 实 在

平时，“会做做不对”是学生的常见毛病，其本质 上

就是数学运算核心素养不过硬的表现，这些学生通

常不动脑筋“死算”、“瞎算”，高考要求学生会根据所

给问题，明确运算对象，分析运算条件，把握运算方

法，设计运算程序，只有这样，才能“快 速、准 确”获

取运算结果．
２．考查三角函数的图象及其图象变换规律

例３　（２０１６年全国新课标Ⅲ卷理科，１４）函数

ｙ＝ｓｉｎ　ｘ－槡３ｃｏｓ　ｘ的图象可由函数ｙ ＝ｓｉｎ　ｘ＋

槡３ｃｏｓ　ｘ的图象至少向右平移 个单位长度

得到．
分析 　 先要将函数化为标准型：ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ

＋φ）＋Ｂ，然后根据图象特征进行平移．

解 　因为ｙ＝ｓｉｎ　ｘ＋槡３ｃｏｓ　ｘ＝２ｓｉｎ（ｘ＋π３
），

ｙ＝ｓｉｎ　ｘ－槡３ｃｏｓ　ｘ＝２ｓｉｎ（ｘ－π３
）

＝２ｓｉｎ［（ｘ＋π３
）－２π３

］，

所 以，函数ｙ＝ｓｉｎ　ｘ－槡３ｃｏｓ　ｘ的图象可由函数

ｙ＝ｓｉｎ　ｘ＋槡３ｃｏｓ　ｘ的图象至少向右平移２π
３

个单位

长度得到．
评注 　（１）三角函数图象的平移变换问题要三

个关注：一要关注ω的系数；二是关注“左加右减”原

则；三要关注变换方向，即从谁平移到谁．
（２）ｓｉｎα＝ｓｉｎβα＝β＋２ｋπ或α＝π－β＋

２ｋπ（ｋ∈Ｚ）从三角函 数 线 上 容 易 解 决 问 题，同 理：

ｃｏｓα＝ｃｏｓβα＝β＋２ｋπ或α＝－β＋２ｋπ（ｋ∈Ｚ）．
学生容易漏解．
３．考查三角函数的性质

三角函数的性质是高考的重要考点，主要涉及

到：三角函数的单调性和单调区间，三角函数的周期

性，三角函数的值域和最值，等等．
例４　（２０１８年全国Ⅱ卷，１０）若ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ　ｘ

－ｓｉｎ　ｘ在［－ａ，ａ］是减函数，则ａ的最大值是

（　　）

（Ａ）π４．　　　　
（Ｂ）π２．

（Ｃ）３π４．
（Ｄ）π．

分析 　 先将函数化为标准型：ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ　ｘ－

ｓｉｎ　ｘ　＝槡２ｃｏｓ（ｘ＋π４
），然后根据ｙ＝ｃｏｓ　ｘ的单调

性分析ｆ（ｘ）的单调性．

解 　ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ　ｘ－ｓｉｎ　ｘ＝槡２ｃｏｓ（ｘ＋π４
），由

２ｋπ≤ｘ＋π４ ≤２ｋπ＋π
可得：２ｋπ－π４ ≤ｘ≤２ｋπ

＋３π４
（ｋ∈Ｚ）．当ｋ＝０时，－π４≤ｘ≤

３π
４
，因为ｆ（ｘ）

＝ｃｏｓ　ｘ－ｓｉｎ　ｘ在［－ａ，ａ］上 是 减 函 数，所 以 有
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［－ａ，ａ］ ［－π４
，３π
４
］，解得：ａ≤ π４

，ａ＞０．所以ａ

的最大值是π
４
，选（Ａ）．

评 注 　（１）本 题 把ｆ（ｘ）化 为 正 弦 也 行，即

ｆ（ｘ）＝ｃｏｓ　ｘ－ｓｉｎ　ｘ＝－槡２ｓｉｎ（ｘ－π４
），也可解出

ａ的最大值，本题还可变问：求ａ的范围．
（２）本题考查三 角 函 数 的 单 调 性，涉 及 到 三 角

函数的单调性（或与三角函数有关的单调区间）时，

都需要先把函数变形为ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）＋Ｂ或ｙ
＝Ａｃｏｓ（ωｘ＋φ）＋Ｂ的形式，然后把ωｘ＋φ看成一

个整体，利用ｙ＝ｓｉｎ　ｘ或ｙ＝ｃｏｓ　ｘ的单调性（或单

调区间）来进行处理，需要注意的是Ａ 的正负对单

调性的影响．
例５　（２０１３年陕西卷理科，１６）已知向量ａ＝

（ｃｏｓ　ｘ，－１２
），ｂ＝（槡３ｓｉｎ　ｘ，ｃｏｓ　２ｘ），ｘ∈Ｒ，设函数

ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ．
（Ⅰ）求ｆ（ｘ）的最小正周期；

（Ⅱ）求ｆ（ｘ）在［０，π２
］上的最大值和最小值．

分析 　 先 将ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ化 为 标 准 型：ｙ＝
Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）＋Ｂ或ｙ＝Ａｃｏｓ（ωｘ＋φ）＋Ｂ的形式，

然后代入周期公式求最小正周期，结合函数的单调

性和图象确定最大值和最小值．

解　ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ＝ｃｏｓ　ｘ·槡３ｓｉｎ　ｘ－１２ｃｏｓ　２ｘ

＝槡３２ｓｉｎ　２ｘ－
１
２ｃｏｓ　２ｘ＝ｓｉｎ

（２ｘ－π６
）．

（Ⅰ）ｆ（ｘ）的最小正周期Ｔ＝２π２ ＝π．

（Ⅱ）当ｘ∈［０，π２
］时，２ｘ－π６ ∈

［－π６
，５π
６
］，

由标准函数ｙ＝ｓｉｎ　ｘ在［－π６
，５π
６
］上的图象知：

ｆ（ｘ）＝ｓｉｎ（２ｘ－π６
）∈ ［ｆ（－π６

），ｆ（π２
）］＝

［－１２
，１］．

所以，ｆ（ｘ）在［０，π２
］上的最大值和最小值分别

为１和－１２．

评注 　（１）本 题 考 查 三 角 函 数 的 周 期 性 和 最

值，应注意最值与所给区间有关；
（２）一般 地，函 数ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）或ｙ＝

Ａｃｏｓ（ωｘ＋φ）（其中Ａ、ω、φ为常数，ｘ∈Ｒ）的周期Ｔ

＝ ２πω
，最大值为｜Ａ｜，最小值为－｜Ａ｜；函数ｙ＝

Ａｔａｎ（ωｘ＋φ）（其 中Ａ、ω、φ为 常 数）的 周 期Ｔ ＝
π
ω
；

（３）形如ｙ＝ａｓｉｎ　ｘ＋ｂｃｏｓ　ｘ的函数要先化成ｙ

＝ ａ２＋ｂ槡 ２ｓｉｎ（ωｘ＋φ）的形式，再求周期和最值．
例６　 （２０１７年 江 苏 卷，１６）已 知 向 量 ａ＝

（ｃｏｓ　ｘ，ｓｉｎ　ｘ），ｂ＝ （３，－槡３），ｘ∈ ［０，π］．
（１）若ａ／／ｂ，求ｘ的值；
（２）记ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ，求ｆ（ｘ）的最大值和最小值

以及对应的ｘ的值．
分析 　（１）向量平行：ａ／／ｂｘ１ｙ２ ＝ｘ２ｙ１；（２）

化简ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ，根据ｆ（ｘ）的表达式的特征求出

相应最值．
解 　（１）因 为 ａ＝ （ｃｏｓ　ｘ，ｓｉｎ　ｘ），ｂ＝ （３，

－槡３），ａ／／ｂ，所以－槡３ｃｏｓ　ｘ＝３ｓｉｎ　ｘ．
若ｃｏｓ　ｘ＝０，则ｓｉｎ　ｘ＝０，这与ｓｉｎ２　ｘ＋ｃｏｓ２　ｘ＝

１矛盾，所以ｃｏｓ　ｘ≠０，于是ｔａｎ　ｘ＝－槡３３．

又因为ｘ∈ ［０，π］，于是ｘ＝５π６．

（２）ｆ（ｘ）＝ａ·ｂ＝（ｃｏｓ　ｘ，ｓｉｎ　ｘ）·（３，－槡３）＝

３ｃｏｓ　ｘ－槡３ｓｉｎ　ｘ　＝ 槡２　３ｓｉｎ（ｘ＋π６
）．

因为ｘ∈ ［０，π］，所 以ｘ＋ π６ ∈
［π
６
，７π
６
］，故

－１≤ｓｉｎ（ｘ＋π６
）≤槡３２．

于是，当ｘ＋π６ ＝
π
６

即ｘ＝０时，ｆ（ｘ）取得最

大值３；当ｘ＋π６ ＝π
即ｘ＝５π６

时，ｆ（ｘ）取得最小

值－ 槡２　３．
评注 　（１）求 与 三 角 函 数 有 关 的 最 值 或 值 域

时，常需要把所给函数按照三角恒等变换规律变形

为ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）＋Ｂ或ｙ＝Ａｃｏｓ（ωｘ＋φ）＋Ｂ
的形式，然后再求值域或最值；

（２）三角 函 数 图 象 与 性 质 是 高 考 重 要 考 查 内

容，要求学生通过图象的观察以及图形与数量关系

的分析，再通过想象对所给的数学问题进行直观表

达，感悟问题本质，形成解决问题的思路，以此来考

查学生的直观想象核心素养．
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４．考查解三角形

例７　（２０１４年江苏卷，１４）若△ＡＢＣ的内角满

足ｓｉｎ　Ａ＋槡２ｓｉｎ　Ｂ＝２ｓｉｎ　Ｃ，则ｃｏｓ　Ｃ的最小值是

．

分析 　△ＡＢＣ的内角满足ｓｉｎ　Ａ＋槡２ｓｉｎ　Ｂ＝
２ｓｉｎ　Ｃ，可以得到三边关系，求ｃｏｓ　Ｃ的最小值可通

过边的表达式特征，应用基本不等式求出最小值．
解　设△ＡＢＣ的内角Ａ，Ｂ，Ｃ所对的边分别是

ａ，ｂ，ｃ，则由正弦定理得ａ＋槡２ｂ＝２ｃ．故

ｃｏｓ　Ｃ＝ａ
２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ ＝

ａ２＋ｂ２－（ａ＋槡２ｂ２
）２

２ａｂ

＝

３
４ａ

２＋１２ｂ
２　－槡２２ａｂ

２ａｂ

＝

３
４ａ

２＋１２ｂ
２

２ａｂ －槡２４ ≥
２ ３

４ａ
２·１
２ｂ槡 ２

２ａｂ －槡２４

＝槡６　－槡２４ ．

当且仅当３ａ２ ＝２ｂ２，即ａｂ ＝
槡
槡
２
３

时等号成立．

评注 　（１）本题考查了应用正弦定理、余弦定

理解决角度问题，关键是边角的转换；
（２）解三角形问 题，首 先 要 求 学 生 根 据 所 给 问

题，画出对应平面图形，分析图形与数量关系，然后

进行直观想 象、恰 当 选 择 定 理，进 行 严 谨 的 逻 辑 推

理，准确表达问题，以此考查学生直观想象、逻辑推

理等核心素养．
５．考查三角变换

例８　（２０１８年 全 国 Ⅱ 卷，１５）已 知ｓｉｎα＋
ｃｏｓβ＝１，ｃｏｓα＋ｓｉｎβ＝０，则ｓｉｎ（α＋β）＝ ．

解析 　 观 察 目 标ｓｉｎ（α＋β）＝ｓｉｎαｃｏｓβ＋
ｃｏｓαｓｉｎβ知道前进的方向，对已知ｓｉｎα＋ｃｏｓβ＝１，

ｃｏｓα＋ｓｉｎβ＝０知道从哪里着手，它们之间的差异是

要出现积的形式，所以要把已知两边同时平方，得：

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２β＋２ｓｉｎαｃｏｓβ＝１，

ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２β＋２ｃｏｓαｓｉｎβ＝０，

然后两式相加，整理得得ｓｉｎ（α＋β）＝－
１
２．

例９　（２０１８年 江 苏 卷，１６）已 知α，β为 锐 角，

ｔａｎα＝ ４３
，ｃｏｓ（α＋β）＝－

槡５
５．

（１）求ｃｏｓ　２α的值；

（２）求ｔａｎ（α－β）的值．
分析　（１）先观察角的差异，ｃｏｓ　２α要用二倍角

公 式，这就要求出ｓｉｎα，ｃｏｓα值；（２）观察角α－β与

已知角之间的差异，可变换为α－β＝２α－（α＋β）．

解 　（１）因为ｔａｎα＝ ４３
，ｔａｎα＝ｓｉｎαｃｏｓα

，所以

ｓｉｎα＝ ４３ｃｏｓα．

又因为ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＝１，所以ｃｏｓ２α＝ ９２５．

因此，ｃｏｓ　２α＝２ｃｏｓ２α－１＝－７２５．

（２）因为α，β为锐角，所以α，β∈ （０，π）．

又因为ｃｏｓ（α＋β）＝－
槡５
５
，所 以ｓｉｎ（α＋β）＝

１－ｃｏｓ２（α＋β槡 ）＝ 槡２　５
５
，因此ｔａｎ（α＋β）＝－２．

因为ｔａｎα＝ ４３
，所以

ｔａｎ　２α＝ ２ｔａｎα
１－ｔａｎ２α＝－

２４
７．

因此，

ｔａｎ（α－β）＝ｔａｎ［２α－（α＋β）］

＝ ｔａｎ　２α－ｔａｎ（α＋β）
１＋ｔａｎ　２α·ｔａｎ（α＋β）

＝－２１１．

评注 　（１）三角变换的主要方法有：异名化同

名，异角化同角，异次化同次，所用工具就是三角变

换公式，目标是把所求角进行怛等变形，转化到已知

角，然后应用公式转化为已知角的三角函数值问题；
（２）三角变换要求学生会用数学的眼光观察问

题，通过已知角与所求角之间的数据分析，找到角之

间的差异，然后进行等价转化，合理运用三角公式解

决问题．
６．考查三角函数应用问题

例１０　（２０１４年江苏卷，１８）如 图１，为 保 护 河

上古桥ＯＡ，规划建一座新桥ＢＣ，同 时 设 立 一 个 圆

形保护区，规划要求：新桥ＢＣ与河岸ＡＢ垂直，保护

区的边界为圆心Ｍ在线段ＯＡ上并与ＢＣ相切的圆，

且古桥两端Ｏ和Ａ到该圆上任意一点的距离均不少

于８０ｍ，经测量，点Ａ位于点Ｏ正北方向６０ｍ处，点

Ｃ位 于 点Ｏ 正 东 方 向 １７０ ｍ 处（ＯＣ 为 河 岸），

ｔａｎ∠ＢＣＯ ＝ ４３．

（１）求新桥ＢＣ的长；
（２）当ＯＭ 多长时，圆形保护区的面积最大？

３４·复习参考·　 　 　　　　　　　　　　 数学通讯 —２０１９年第５期（下半月）



分析 　（１）解 决 问 题 首 先 要 建 立 适 当 的 坐 标

系，然后利用三角函数定义；（２）利用古桥两端Ｏ和

Ａ 到该圆上任意一点的距离均不少于８０ｍ，列出不

等式组，求出ＯＭ 长的范围，即可求出圆形保护区的

面积最大值．

图１

　

图２

解 　（１）如图２所示，延长ＯＡ，ＣＢ 交于点Ｆ．
以Ｏ为坐标原点，ＯＣ 所在直线为ｘ 轴，建立平面

直角坐标系ｘＯｙ．

因为ｔａｎ∠ＦＣＯ ＝ ４３
，所 以ｓｉｎ∠ＦＣＯ ＝ ４５

，

ｃｏｓ∠ＦＣＯ＝３５．
因为ＯＡ＝６０，ＯＣ＝１７０，所以ＯＦ

＝ＯＣｔａｎ∠ＦＣＯ＝６８０３
，ＣＦ＝ ＯＣ

ｃｏｓ∠ＦＣＯ＝
８５０
３
，从

而ＡＦ ＝ＯＦ－ＯＡ ＝５００３ ．

因为ＯＡ ⊥ＯＣ，所以

ｓｉｎ∠ＡＦＢ ＝ｓｉｎ∠ＦＣＯ ＝ ４５．

又因为ＡＢ⊥ＢＣ，所以ＢＦ＝ＡＦｃｏｓ∠ＡＦＢ＝
４００
３
，从而ＢＣ＝ＣＦ－ＢＦ ＝１５０．

因此新桥ＢＣ的长是１５０ｍ．
（２）设保护区的边界圆Ｍ与ＢＣ的切点为Ｄ，连

接 ＭＤ，则ＭＤ ⊥ＢＣ，且ＭＤ 是圆Ｍ 的半径，并设

ＭＤ ＝ｒ　ｍ，ＯＭ ＝ｄ　ｍ（０≤ｄ≤６０）．
因为ＯＡ ⊥ＯＣ，所以

ｓｉｎ∠ＣＦＯ ＝ｃｏｓ∠ＦＣＯ ＝ ３５．

又ｓｉｎ∠ＣＦＯ ＝ＭＤＭＦ ＝
ＭＤ

ＯＦ－ＯＭ ＝
ｒ

６８０
３ －ｄ

，

所以 ｒ
６８０
３ －ｄ

＝ ３５
，所以ｒ＝６８０－３ｄ５ ．

因为Ｏ和Ａ 到圆Ｍ 上任意一点的距离均不少

于８０ｍ，所以

ｒ－ｄ≥８０，

ｒ－（６０－ｄ）≥８０｛ ，

即

６８０－３ｄ
５ －ｄ≥８０，

６８０－３ｄ
５ －（６０－ｄ）≥８０

烅

烄

烆
，

解得１０≤ｄ≤３５．

故当ｄ＝１０时，ｒ＝６８０－３ｄ５
最大，即圆面积最

大．
所以，当ＯＭ ＝１０ｍ时，圆形保护区的面积最

大．
评注：（１）本题以“保护河上古桥”为应用情境，

颇具时代气息，为广大考生所熟悉，从生产到生活，

有着较好的现实性、普遍性、公平性和考生的可接受

性，真是“数学来源于生活，又应用于生活”；
（２）考题以“保护河上古桥”为应用情境，涉及

圆、直线、三角函数等元素，与河上古桥相辅相成，相
印成趣，组成一副优美的数学图形，增加了数学应用

的美感和诗的意境美，这不仅可以培养考生的审美

能力，还可唤醒他们对数学的美好情感，有很好的数

学文化熏陶作用；
（３）从解题的角 度 审 视，本 题 从 不 同 的 思 维 角

度切入，可以得到不同的解题路径，反映出不同的思

维方向，引发不同的解法，为考生创新思维的发挥提

供了表现的舞台；
（４）各地高考卷 都 有 一 道 数 学 应 用 题，通 过 对

应用问题的处理，看学生是否能够运用数学语言，清
晰、准确地表达数学建模的过程与结果，以此来考查

学生数学建模核心素养，数学建模实质上是对现实

问题进行数学抽象，要求学生会用数学语言表达问

题，会用数学方法建构数学模型并解决问题，这不仅

能提升学生的实践能力，还能增强学生的创新意识

和科学精神．
三、备考策略

１．切实掌握三角函数的概念、图象和性质，抓好

学生对这些内容实质性的理解，在复习时应充分将

数和形结合起来，利用图象的直观性得出函数的性

质，这样既利于掌握函数的图象和性质，又能熟练运

用数形结合的思想方法，从而培养、提高学生的数学

抽象、直观想象等核心素养；

２．切实掌握三角函数的基本变换思想与三角函

数的恒等变 形，抓 好 学 生 对 定 理、公 式 的 理 解 与 运

用，使学生能正用、逆用、变形用，从而培养、提高学
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生的数据分析、逻辑推理、数学运算等核心素养；

３．切实加强三角函数的应用意识，既要注意在

有些实际问题中建立三角函数模型，利用三角函数

知识来解决问题，更要注意在代数、平面向量、解析

几何、导数等问题中建立三角函数模型，使问题获得

简捷的解法，从而培养、提高学生的数学建模核心素

养．
四、对高考复习的启示及建议

１．读懂用好“课标”，使指导复习更加精准

教学是教师的专业实践，数学教师专业体现在

根据自己对数学的理解、对教学的理解、对学生的理

解，研究好课程标准与考试说明，设计好数学教案，

通过课堂教学，规范地指导学生学习、会学、学好数

学．综合对近几年三角函数高考题的分析与研究，估
计高考三角函数部分仍以基本题为主，仍以选择题

（或填充题）与解答题出现，解答题可以独立命 题，

也可与向量、数列、不等式、导数等知识综合．知识上

主要涉及到：（１）三角函数的基本概念；（２）三角函

数式的化简与求值；（３）对公式的考查 仍 以 诱 导 公

式、基本关系式、两角和与差的三角函数公式为主；
（４）三角函数图象与性质，特别是ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）
的考查，通过ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ），求三角函数的 值

域、单调区间、图象变换、周期等；（５）应用三角函数

模型、三角函数性质及有界性分析问题、解决问题．
２．重视夯实基础，让复习目标更加明确

所谓“基础”，是指基础知识、基本技能、基本思

想方法、基本活动经验，它是学生形成素养的基础，

脱离了“基础”，素养就成了“无源之水、无本之木”，

对于三角函 数 的 复 习，应 当 立 足 课 本，紧 扣 高 考 真

题，不需要过份加宽加深．要让学生充分认识到解答

三角函数高 考 题 的 关 键 是 进 行 必 要 的 三 角 恒 等 变

形，其解题通法是：发现差异，寻找联系，对准目标，

合理转化．观察是解题的门户，联想是解题的关键．
因此，我们首先要抓好学生对三角函数基本概

念的实质性理解，其次要抓好三角函数有关公式、定
理的理解与运用，还要抓好三角函数基本题型的掌

握与方法的运用，特别要熟练掌握三角函数图象与

性质及三角变换．从近几年三角函数高考题看，三角

恒等变换是 研 究 三 角 函 数 性 质 及 其 应 用 的 一 种 工

具，在高考中主要考查三角恒等式的变形、化简、求

值与证明，其中“变”是三角恒等变换的主题，角的

变换、三角函数名称的变换、三角函数次数的变换是

高考中考查三角函数题的热点．这类问题的求解策

略通常是：将复杂的三角式通过三角变换（变角、变

次、变名）等价转化成标准形：ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｘ＋φ）或

ｙ＝Ａｃｏｓ（ωｘ＋φ）或ｙ＝Ａｔａｎ（ωｘ＋φ），得到标准

形后，就可画出图象或确定它的性质（定义域、值域、

单调性、奇偶性、周期、对称性等），只有这样才能在

运用时融会贯通．
有关三角形的三角函数问题在历年高考中频频

出现，属 于 基 础 题 层 面，主 要 考 查 学 生 应 用 正 弦 定

理、余弦定理实现边与角的相互转化，得出纯粹的边

与边的关系或者角与角的关系．
３．培育核心素养，让学生学习更有后劲

学习数学，除了必要的数学知识和掌握必要的

数学技能之外，更重要的是获得基本的数学素养，会
用数学的眼光观察世界，会用数学的思维思考世界，

会用数学的语言表达世界．数学教师要严格执行“课
程标准”，让学生通过“正确”的过程学习“正确”的

知识，习得数学核心素养 ，改变简单的记忆模仿．高

三数学复习，内容多、习题多、考试多、压力大，教师

只有用数学的思考方式来引导学生分析问题，揭示

问题所蕴含的数学背景，再进一步将问题一般化，这
样不但能解决一个问题，而是能解决一类问题，起到

四两拔千斤的作用．数学的课堂教学，不仅仅是数学

的基础知识、基本技能、基本思想的传授，更重要的

是训练学生清晰地表达思想方法，有条理地思考、解
决问题，并要对所学进行反思、总结、概括，全面提升

学生的数学核心素养．通过这样的教学，容易拔动学

生心灵的琴弦，使学生越学越想学．

参考文献：
［１］崔 绪 春．彰 显 课 改 新 理 念 追 求 新 颖 显 特 色

———２０１４年高考江苏卷第１８题评价［Ｊ］．数学

教学通讯，２０１５（１）．
［２］卢 明．注 重 基 础 关 注 素 养 落 实 高 考 要 求

———２０１７年浙 江 高 考 数 学 卷 评 析［Ｊ］．数 学 通

报，２０１８（２）．

（收稿日期：２０１８－１２－１１）
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指向数学文化渗透的试题命制
——— 以一道高考“解析几何”模拟试题的命制为例

王 永 生
（云南师范大学数学学院 　 云南师范大学附属怒江州民族中学，６７３１９９）

　　 笔者有幸参加了云南省２０１７年高中毕业生复

习统一检测数学试卷的命题工作，笔者所负责的是

整份试卷的解析几何部分．完成测试后，这道立足于

教材、蕴含数学素养、渗透了数学文化的试题反响较

好．回想这道试题的命制过程，感慨颇多．
一、立意：确定所命制试题的考查方向

一道试题的命制应先确定其考查的方向，即试

题命制的立意．这不仅要理解数学，理解考试大纲，
更要理解整个高考的评价体系．为了命制一道高考

“解析几何”模拟试题，有必要先对下面的四个方面

进行分析，再进行立意．
１．对高考评价体系的认识

高考考试内容改革更加注重顶层设计，突出考

试内容的整体设计和科学构建，现已形成“一体四层

四翼”的高考评价体系．“一体”即高考评价体系．通
过确立“立德树人、服务选拔、导向教学”这一高 考

核心立场，回答了“为什么考”的问题；通过明确“必

备知识、关键能力、学科素养、核心价值”四 层 考 查

目标以及“基础性、综合性、应用性、创新性”四个方

面的考查要求，回答了高考“考什么”和“怎么考”的

问题．“一体”是总 体 框 架，“四 层”与“四 翼”是“一

体”的有机组成部分，共同构成了实现高考评价 功

能的理论体系［１］．
２．高考考试大纲修订的理解

２００３年 颁 布 的《普 通 高 中 数 学 课 程 标 准（实

验）》已经把“体现数学的文化价值”作为高中数学

课程的基本理念之一．２０１６年１０月８日，教育部考

试中心下发《关于２０１７年普通高考考试大纲修订内

容的通知》，对２０１７年普通高考考试大纲修订内容

进行了发布．其中数学学科修订的内容是：在能力要

求内涵方面，增加了基础性、综合性、应用性、创新性

的要求，增加了数学文化的要求．即高考已明确要考

查“数学文化”．如图１所示，这与核心素养背景下新

修订课程标准的大方向是一致的．即高考已从“知识

立意”到“能力立意”逐步走向“素养立意”，并突出

对“数学文化”的考查．

图１

３．考 试 大 纲 对 解 析

几何的考查要求

高考 对 解 析 几 何 的

考查主要涉及三部分：［２］

（１）直 线 与 方 程：①
在平面直角坐标系中，结
合具体图形，确定直线位

置的几何 要 素；② 理 解 直 线 的 倾 斜 角 和 斜 率 的 概

念，掌握过两 点 的 直 线 斜 率 的 计 算 公 式；③ 能 根 据

两条直线的斜率判定这两条直线平行或垂直；④ 掌

握确定直线位置的几何要素，掌握直线方程的几种

形式（点斜式、两点式及一般式），了解斜截式与一次

函数的关系；⑤ 能用解方程组的方法求两直线的交

点坐标；⑥ 掌握两 点 间 的 距 离 公 式、点 到 直 线 的 距

离公式，会求两条平行直线间的距离．
（２）圆与方程：① 掌握确定圆的几何要素，掌握

圆的标准方程 与 一 般 方 程；② 能 根 据 给 定 直 线、圆

的方程，判断直线与圆的位置关系；能根据给定两个

圆的方程，判 断 两 圆 的 位 置 关 系；③ 能 用 直 线 和 圆

的方程解决一些简单的问题；④ 初步了解用代数方

法处理几何问题的思想．
（３）圆锥曲线与方程：① 掌握椭圆的定义、几何

图形、标准 方 程 和 简 单 几 何 性 质（范 围、对 称 性、顶

点、离心率）；② 了解双曲线 的 定 义、几 何 图 形 和 标

准方程，知 道 其 简 单 的 几 何 性 质（范 围、对 称 性、顶

点、离心率、渐近线）；③ 了解抛物线的定义、几何图

形和标准方程，知道其简单的几何性质（范围、对称

性、顶点、离心率）；④ 理解数形结合的思想；⑤ 了解

圆锥曲线的简单应用．
由此可见，高考对直线、圆和椭圆的要求较高，

特别是在现行考试大纲三个选考模块中删去“几何

证明选讲”后，圆的内容会有所加强．同时还会加强

对“坐标法”、“方程思想”和“数形结合的思想”这三

个解析几何的核心内容进行考查．
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４．高考对数学文化的考查特点

数学文化是人类文化的重要组成部分，其内涵

是一种理性思维方法在实践过程中不断探索、形成

的数学史，数学精神及数学应用．高考试题主要从数

学史、数 学 精 神、数 学 应 用 三 个 方 面 渗 透 数 学 文

化［３］．而在高考试题中，解析几何试题主要考查两大

类问题：一是根据题设条件，求出平面曲线的方程；
二是通过方程，研究平面曲线的性质．

为此，在命制试题时，可立足解析几何的两大类

问题，以直线、圆和椭圆为载体，在强化“素养立意”
的同时，突出对数学文化的渗透．

二、命题：探寻指向数学文化渗透的试题命制路径

在确定了所命制试题的考查方向后，笔者一般

都会对与之相关的教材例习题、高考题、奥赛题和一

些模拟试题进行对比分析，从而逐步缩小命题的范

围．此题的命制也不例外，最先引起笔者注意的是下

面的试题：
题１　（２００８年全国高中 数 学 联 赛 山 东 赛 区 预

赛第１５题）Ｆ（１，０）为一定点，Ｐ（０，ｂ）是ｙ轴上的一

动点，点Ｍ（ａ，０）满足 →ＰＭ· →ＰＦ ＝０．若点Ｎ 满 足

２ →ＰＮ＋ →ＮＭ ＝０，求：
（Ⅰ）点Ｎ 的轨迹曲线Ｃ的方程；
（Ⅱ）曲线Ｃ的 任 意 两 条 相 互 垂 直 的 切 线 的 交

点轨迹．
借助向量的知识，由坐标法不难求得曲线Ｃ的

方程为ｙ２ ＝４ｘ．这是解析几何的第一类问题，充分

体现了基础性和综合性．第（Ⅱ）问讨论曲线Ｃ的两

条相互垂直的切线的交点轨迹问题，需分类讨论且

和函数导数的几何意义相结合，是解析几何中的一

类较为重要的问题，然而难度较大，且仍为第一类问

题．但圆锥曲线切线交点的轨迹问题所涉及情形较

多，可通过改编进行考查．下面的高考题就是一次较

为成功的改编：
题２　（２０１４年全国高考 广 东 卷 文 科 第２０题）

已知椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的一个焦点为

（槡５，０），离心率为槡５
３．

（Ⅰ）求椭圆Ｃ的标准方程；
（Ⅱ）若动 点Ｐ（ｘ０，ｙ０）为 椭 圆 外 一 点，且 点Ｐ

到椭圆Ｃ的两条切线相互垂直，求点Ｐ的轨迹方程．
此题第（Ⅰ）问 由 待 定 系 数 法 不 难 求 得 椭 圆Ｃ

的标准方程为：ｘ
２

９＋
ｙ２
４＝１．

这明显源于教材的例习

题．对第（Ⅱ）问的研究较多，主 要 在 解 法 的 多 样 性

和变式方面比较突出．但最让笔者感兴趣的还是由

此所得的一般性结论：

动点Ｐ为椭圆ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）外一点，

过点Ｐ所作椭圆的两条切线的斜率之积为定值ｔ，则
点Ｐ的轨迹方程为ｔｘ２－ｙ２＋ｂ２－ｔａ２ ＝０．

证明过程略．特别地，当ｔ＝－１时，点Ｐ的轨迹

方 程为圆ｘ２＋ｙ２＝ａ２＋ｂ２，此即为初等数学中的蒙

日圆．数学史作为试题背景，主要包括数学家的生平

故事，数学史事件，数学名著，数学名题，数学发展的

历史等［３］．此题的第（Ⅱ）问仍求圆锥曲线的两相互

垂直切线交点的轨迹问题，但却考查了著名的蒙日

圆，成功地以数学名题的形式将数学文化渗透于试

题中，充分体现了考试大纲所确定的数学文化考查

方向．为此，可确定此次命题以蒙日圆为载体．那要

如何命制试题才能具有一定的创新性呢？

１．教材寻根，正面出击，渗透文化

综合前面两道试题可确定要命制试题的第（Ⅰ）
问可设定为根据条件求椭圆的标准方程．考虑到其

基本题型可分为两类：一是已知轨迹类型求轨迹方

程；二是不知轨迹类型求轨迹方程．常用的求法有：
（１）坐标法：直接通过建立ｘ、ｙ之间的关系，构

成Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，是求轨迹的最基本的方法；
（２）定义法：如 果 能 够 确 定 动 点 的 轨 迹 满 足 某

已知曲线的定义，则可由曲线的定义直接写出方程；
（３）待定系数法：可先根据条件设所求曲线的方

程，再由条件确定其待定系数，代回所列的方程即可；
（４）代入法（相关点法或转移法）；
（５）交轨法（参数法）：当动点Ｐ（ｘ，ｙ）坐标之间

的关系不易直接找到，也没有相关动点可用时，可考

虑将ｘ、ｙ均 用 一 中 间 变 量（参 数）表 示，得 参 数 方

程，再消去参数可得普通方程．
各种方法间的关系如图２所示：

图２

不难看出，前面两道试题分别考查了坐标法、待
定系数法和交轨法．其中，前两种方法是课标要求的

重点，教材在例习题上的配置也有明显的体现．考虑

到椭圆实质上是由圆经过伸缩变换后得到的，为此，
教材还安排了两道例习题来进行说明．
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题３　（人教Ａ版普通高中课程标准 实 验 教 科

书数学选修１－１第３４页例２）如图（略），在圆ｘ２＋
ｙ２＝４上任取一点Ｐ，过点Ｐ作ｘ轴的垂线段ＰＤ，

Ｄ为垂足．当点Ｐ在圆上运动时，线段ＰＤ的中点Ｍ
的轨迹是什么？

题４　（人教Ａ版普通高中课程标准 实 验 教 科

书数学选修１－１第４３页习题２．１Ｂ组第１题）如图

（略），ＤＰ⊥ｘ轴，点Ｍ在ＰＤ的延长线上，且 ＤＭ
ＤＰ

＝ ３２．
当点Ｐ在圆ｘ２＋ｙ２＝４上运动时，求点Ｍ的

轨迹方程，并说明轨迹的形状，与例２相比，你有什

么发现？

从这两道题目不难看出，圆与椭圆间确实存在

着这样的伸缩关系．众所周知，这是一种非常重要的

数学思想．而且题目的求解需要学生先探求轨迹的

形状，通过操作感受椭圆的形成过程，并在此基础上

借助代入法寻找规律，从而将感性认识上升为理性

行为．
数学精神的内涵是人们在依靠思维能力对感性

材料进行一系列抽象、概括、分析和综合，形成概念、
判断或推理的认识过程中反映出的，重视理性认识

活动，以 寻 找 事 物 的 本 质、规 律 及 内 部 联 系 的 精

神［３］．
培养学生的数学精神是数学教育的主要目标．

为此，可将教材习题进行 改 编，在 第（Ⅰ）问 引 入 椭

圆的这一形成过程，借此考查学生的数学精神．
第（Ⅱ）问 要 以 蒙 日 圆 为 载 体，若 还 是 直 接 考

查，则明显创新性不足．那要如何设置才好呢？下面

高考题的命题手法值得借鉴．
题５　（２０１３年高考江苏卷１７）如图３，在平面

直角坐标系ｘＯｙ中，点Ａ（０，３），直线ｌ：ｙ＝２ｘ－４．
设圆Ｃ的半径为１，圆心在ｌ上．

图３

（Ⅰ）若圆心Ｃ也在直线ｙ＝ｘ－１上，过点Ａ作

圆Ｃ的切线，求切线的方程；
（Ⅱ）若圆Ｃ上存在点Ｍ，使ＭＡ ＝２　ＭＯ，求圆

心Ｃ的横坐标ａ的取值范围．
第（Ⅱ）问属 范 围 问 题，看 似 平 淡 无 奇，实 则 暗

流涌动．蕴含着丰富的变化过程．一方面点Ｍ 在动

圆Ｃ上运动；另一方面，由ＭＡ＝２　ＭＯ可知，点Ｍ还

在阿氏圆Ｄ上运动，则圆Ｃ和圆Ｄ 相交或相切．据

此，可求出横坐标ａ的取值范围．
仿此，可将此问设置为范围问题．一方面，此问

需有压轴的功能，另一方面，试题又不能太难．为此，
可考虑以直 线 与 蒙 日 圆 的 位 置 关 系 为 背 景 进 行 设

置，从而有效实现通过方程，研究平面曲线的性质的

目的．
据此，可命制试题如下：
试题１　 在圆ｘ２＋ｙ２＝９上任取一点Ｐ，过点

Ｐ作轴的垂线段ＰＤ，Ｄ为垂足．点Ｍ在线段ＤＰ上，

满足 ＤＭ
ＤＰ ＝ ２３．

当点Ｐ在圆上运动时，设点Ｍ 的

轨迹为曲线Ｃ．
（Ⅰ）求曲线Ｃ的标准方程；
（Ⅱ）若直线ｙ＝ｋ（ｘ＋５）上存在一点Ｑ，使过

点Ｑ所作的曲线Ｃ 的两条切线相互垂直，求实数ｋ
的取值范围．
２．文化引领，反向着力，推陈出新

试题１以圆为背景，通过伸缩变换得到了椭圆

Ｃ，后由直线与圆锥曲线的位置关系，讨论参数的取

值范围问题．主要考查坐标法求轨迹方程和运用代

数方法研究几何问题．试题平淡无奇，但暗含伸缩变

换和著名的蒙日圆，在渗透了数学文化的同时，突出

考查了学生的直观想象、逻辑推理和数学运算等核

心素养．以数学名题为载体，考查学生的数学文化，
这是高考对数学文化考查的一条重要途径．但是学

生如果没能求出此圆，则难以体会到其价值所在．更
何况试题１中学生若不知蒙日圆的存在，则第（Ⅱ）
问的顺利求解就具有一定难度．为此，不妨先定义此

圆，再考查与之相关的问题．那要如何定义才好呢？

下面的高考模拟试题具有一定的启发性．
题６　（２０１３年衡水中学高三训练题）给定椭圆

Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０），称圆心在原点Ｏ，半径

为 ａ２＋ｂ槡 ２ 的圆是椭圆Ｃ的“准圆”．若椭圆Ｃ的一

个焦点为Ｆ（槡２，０），其短轴上的一个端点到Ｆ的距

离为槡３．
（Ⅰ）求椭圆Ｃ的方程和其“准圆”的方程；
（Ⅱ）点Ｐ是椭圆Ｃ的“准圆”上的一个动点，过

动点Ｐ作直线ｌ１，ｌ２，使得ｌ１，ｌ２ 与椭圆Ｃ都只有一个
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交点，且ｌ１，ｌ２ 分 别 交 其“准 圆”于 点 Ｍ，Ｎ，求 证：

ＭＮ 为定值．
此“准圆”即为蒙日圆．题目一开始就进行了新

定义，确实具有一定的创新性，并以此为基础，要求

证明定值问题．其实质是前面广东高考题第（Ⅱ）问

的逆问题：

给定椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０），称圆心

在原点Ｏ，半径为 ａ２＋ｂ槡 ２ 的圆是椭圆Ｃ的“准圆”．
点Ｐ是椭圆Ｃ的“准圆”上的一个动点，过动点Ｐ作

直线ｌ１，ｌ２，使得ｌ１，ｌ２ 与椭圆Ｃ都只有一个交点，则

直线ｌ１，ｌ２ 互相垂直．
其证明过程略，但这一命题方式却很值得借鉴，

下面的模拟试题再次体现了这一命题特点：
题７　（２０１７年山东省济 南 市 高 三 一 模 理 科 第

２１题）设椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０），定义椭

圆 的“伴随圆”方程为ｘ２＋ｙ２＝ａ２＋ｂ２；若抛物线ｘ２

＝４ｙ的焦点与椭圆Ｃ的一个短轴端点重合，且椭圆

Ｃ的离心率为槡６
３．

（Ⅰ）求椭圆Ｃ的方程和“伴随圆”Ｅ的方程；
（Ⅱ）过“伴随圆”Ｅ上任意一点Ｐ作椭圆Ｃ的两

条切线ＰＡ，ＰＢ，Ａ，Ｂ为切点，延长ＰＡ与“伴随圆”Ｅ
交于点Ｑ，Ｏ为坐标原点．

（ｉ）证明：ＰＡ ⊥ＰＢ；
（ｉｉ）若 直 线ＯＰ，ＯＱ 的 斜 率 存 在，设 其 分 别 为

ｋ１，ｋ２，试判断ｋ１·ｋ２ 是否为定值．若是，求出该值；
若不是，请说明理由．

很明显，这里的“伴随圆”就是蒙日圆．仿此，可

命制试题２如下：
试题２　规定圆Ｏ：ｘ２＋ｙ２＝ａ２＋ｂ２ 为椭圆Ｃ：

ｘ２
ａ２＋

ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的卫士圆．此圆由法国数学

家Ｇ．Ｍｏｎｇｅ（１７４５－１８１８）最先发现，所以又将此圆

称为蒙日圆．若一个椭圆的对称中心为原点，一个焦

点为（槡５，０），离心率为槡５
３．

（Ⅰ）求椭圆Ｃ的方程和其卫士圆Ｏ 的方程；
（Ⅱ）过该椭圆的卫士圆Ｏ上任意一点Ｐ 作椭

圆Ｃ的两条切线，分别交卫士圆Ｏ于Ａ，Ｂ两点，求

证：ＡＢ 恰好为卫士圆的直径．
试题２先入为主，先定义了蒙日圆，从而使蒙日

圆从隐性变为了显性，从而对蒙日圆有了一定的认

识．

第（Ⅰ）问由待定 系 数 法 不 难 得 椭 圆Ｃ的 方 程

为ｘ
２

９＋
ｙ２
４ ＝１

，其卫士圆的方程为ｘ２＋ｙ２＝１３．第

（Ⅱ）问欲证ＡＢ 恰好为卫士圆的直径，则只需证两

条切线互相垂直．从而成功转化为前面广东高考题

第（Ⅱ）问的逆问题．可见，相对于前面广东高考题，
试题２的难度明显降低．这种通过新定义的方式引

入数学名题，文化引领，反向着力，推陈出新的命题

手法仍是指 向 数 学 文 化 渗 透 的 试 题 命 制 的 主 要 路

径．
三、思考 ：反思命题过程中的缺撼与不足

从最初接到命题任务，到确定命题方向，而后通

过对高考题、奥赛题和一些模拟试题的分析，最后结

合教材例习题完成了命题工作．这一过程对于一名

一线教师而言确实充满了太多的艰辛．虽然命题过

程还不够专业，所命制的试题原创程度还不够高，但
这确实是一次非常难得的学习机会，自然在整个命

题过程中也就留下了太多的思考．
１．试题命制应源于立意，但不能受制于立意，为

文化而文化

一道好试题的命制应有好的立意，这是不用怀

疑的．但却不能拘泥于所谓的立意，更不能只是为了

贴标签．而更应该立足学科自身特点，在确保试题的

科学性、基础性、公平性的前提下，尽可能有所创新

和体现其文化性．
试题１和试 题２以 数 学 名 题（即 蒙 日 圆）为 背

景，通过正面出击和反向着力两条途径．在考查了数

学精神的同时，渗透了数学文化．虽然试题１不是那

么明显，但 仍 然 符 合“以 素 养 立 意 命 题”的 指 导 思

想．新修订的高中数学课程标准将提出“数学抽象、
逻辑推 理、数 学 建 模、数 学 运 算、直 观 想 象、数 据 分

析”六大核心素养．今后高考将注重考查学生的 素

养，特别是对六大核心素养的考查．命题时只要突出

对核心素养 的 考 查，自 然 也 就 渗 透 了 数 学 文 化．此

时，确实没有必要刻意去显示数学文化的存在．
在命题的过程中，笔者曾有以蒙日圆为背景，结

合教材中的“台风问题”命制一道应用问题的设想，
可由于过于 牵 强 而 作 罢．事 实 上，只 要 围 绕 数 学 精

神，所命制的试题自然指向数学文化．为此，可抛开

蒙日圆的限制，于是还可命制出下面的试题．

试题３　 已知以原点Ｏ为中心，Ｆ（槡５，０）为右

焦点的双曲线Ｃ的离心率ｅ　＝槡５２．

（Ⅰ）求双曲线Ｃ的标准方程及其渐近线方程；
（Ⅱ）若动点Ｐ（ｘ０，ｙ０）为双曲线Ｃ外一点，且点
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Ｐ到双曲线Ｃ的两条切线相互垂直，求点Ｐ的轨迹

方程．

由待定系数法可得双曲线Ｃ的标准方程为ｘ
２

４－

ｙ２＝１，点Ｐ的轨迹方程为ｘ２＋ｙ２＝３．此题只是把

前面２０１４年全国高考广东卷文科第２０题中的椭圆

换为了双曲线，而其解法则完全相类似．考查了解析

几何的两类基本问题，突出了对数学素养的考查，自
然也渗透了数学文化．

一般性地，动点Ｐ为双曲线ｘ
２

ａ２－
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞０，

ｂ＞０）外一点，过点Ｐ所作双曲线的两条切线互相

垂直，则点Ｐ的轨迹方程为ｘ２＋ｙ２＝ａ２－ｂ２．其证

明过程略，不难看出，此轨迹仍是圆．

事实上，若给定一个椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ

＞０），则它的所有外切矩形的顶点在一个定圆ｘ２＋
ｙ２ ＝ａ２＋ｂ２ 上．此圆称为椭圆的外准圆，也称蒙日

圆．若着力于椭圆的外切矩形，则又可命制出下面的

试题．
试题４　 椭圆Ｅ经过点Ａ（２，３），对称轴为坐标

轴，焦点Ｆ１，Ｆ２ 在ｘ轴上，离心率ｅ＝ １２．

（Ⅰ）求椭圆Ｅ的方程；
（Ⅱ）求椭圆Ｅ外切矩形的面积的取值范围．

由待定系数法可得椭圆Ｅ的方程为ｘ
２

１６＋
ｙ２
１２＝

１，椭 圆Ｅ 外 切 矩 形 的 面 积 的 取 值 范 围 是［ 槡３２　３，

５６］．

一 般性地，椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的外

切矩形的面积的取值范围是［４ａｂ，２（ａ２＋ｂ２）］．证明

过程请参看文献［４］．
此试题第（Ⅱ）问计算难度有些大．若要降低难

度，直接考查蒙日圆，也可将第（Ⅱ）问改为：求椭圆

Ｅ外切矩形的外接圆方程．则此题与２０１４年全国高

考广东卷文科第２０题相似，只是设问方式有些不同

而已．

当 然，椭圆Ｃ：ｘ
２

ａ２＋
ｙ２
ｂ２ ＝１

（ａ＞ｂ＞０）的所有内

接菱形的内切圆都是同 一 个 圆，方 程 为ｘ２＋ｙ２ ＝
ａ２ｂ２
ａ２＋ｂ２

．此圆 也 称 为 椭 圆 的 内 准 圆［４］．类 似 于 蒙 日

圆，同样可以命制出与之相关的一些试题，在此不再

赘述．
２．将命题、测试和教学过程融为一体，全面渗透

数学文化

编拟数学题是教师进行创造性教学活动的基本

功．一次命题过程实际上就是一次深度研究和学习

的过程，这也是教师专业发展的一条途径．而每次考

试其实只是考查了所研究内容的一个侧面而已．如

前面所命制的四道试题，最终只使用了试题１，但另

外三个试题也是可圈可点的．
学习测试是一把尺子，它度量着我们的教与学；

但它同时也是一种工具、一种方法，被教师和学生运

用着来达成教与学的目标．只有和教与学并驾齐驱，
融为合 力，这 把 尺 子 才 能 更 好 地 发 挥 它 的 双 重 作

用［５］．
为此，笔者认为，在高三复习的冲刺阶段，对于

一些具有研究价值的试题，可从命题的视角，对其进

行深度研究．将命题、测试和教学过程融为一体，立

足基础，突出对学生数学素养的培养，同时进行数学

文化渗透．从而把指向数学文化渗透的试题命制转

向在教学过程中渗透数学文化，最终实现文化育人

的根本目的．
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　　 本文系湖南省教育科学“十三 五”规划２０１６年度课 题“基 于 大 数 据 的 普 通 高 中 数 学 课 堂 教 育 教 学 行 为 变 革 的 行 动 研 究”（课 题 批 准 号：
ＸＪＫ０１６ＣＺＸＸ０３３）的研究成果．

素养导向下２０１８年高考数学全国卷Ⅰ理科第２０题回望

阳 志 长
（湖南省株洲县第五中学，４１２１００）

　　 伴随着大数据时代的到来，概率与统计知识越

来越受到人们 的 重 视．“概 率 的 研 究 对 象 是 随 机 现

象”，“统计的研究对象是数据，核心是数据分析”［１］，
概率与统计为我们研究随机现象、认识客观世界提

供了重要的思维模式和解决问题的方法．近年来，高
考对概率统计的考查主要表现在“根据问题要求，利
用统计数据，建立统计模型，做出合理判断，或者通

过对随机现象的研究，发现必然结论，进而理解随机

现象”［２］．利用统计与概率思想解决现实和生活中的

问题既是高中数学教学的重点，也是当前和今后高

考考查的重要方向．现以２０１８年高考全国卷 Ⅰ 理

科第２０题为例，进行试题回眸与展望，分析考查特

点，展望考查前景，提出复习建议．
一、试题回眸

（一）试题再现

２０１８年高考全国卷 Ⅰ 理科第２０题为：
某工厂的某种产品成箱包装，每箱２００件，每一

箱产品在交付用户之前要对产品作检验，如检验出

不合格品，则更换为合格品．检验时，先从这箱产品

中任取２０件作检验，再根据检验结果决定是否对余

下的所有产品作检验，设每件产品为不合格品的概

率都为ｐ（０＜ｐ＜１），且各件产品是否为不合格品

相互独立．
（１）记２０件产品中恰有２件不合格品的概率为

ｆ（ｐ），求ｆ（ｐ）的最大值点ｐ０；
（２）现对一箱产品检验了２０件，结果恰有２件

不合格品，以（１）中确定的ｐ０ 作为ｐ的值．已知每件

产品的检验费用为２元，若有不合格品进入用户手

中，则工厂要 对 每 件 不 合 格 品 支 付２５元 的 赔 偿 费

用．
（ｉ）若不对该箱余下的产品作检验，这一箱产品

的检验费用与赔偿费用的和记为Ｘ，求ＥＸ；
（ｉｉ）以检验费用与赔偿费用和的期望值为决策

依据，是否该对这箱余下的所有产品作检验？

（二）试题评析

尽管试题是按照“课标（实验）”［３］ 命制出来的，
但我们从中可以发现素养导向的命题意图，呈现出

“从能力立意向素养导向”［４］的时代特征．
１．命题注重基础知识的巩固与理解．
基础知识是承载问题解决、具有知识生成性和

迁移性的核心知识．本试题涉及概率的意义、抽样的

方法、用样本估计总体的思想、独立重复试验、离散

型随机变量及其分布列、数学期望等基础知识，且这

些知识点具体而又全面，分小题设问，梯次推进，自

然流畅，不但考查数据处理、数学运算等方式方法，
而且考查相关知识的理解与迁移应用的能力．第（１）
题中，得到ｆ（ｐ）＝Ｃ２２０ｐ２（１－ｐ）１８（０＜ｐ＜１）后，
如果不把函数的概念、导数的方法等知识迁移到解

决问题中，而是采用教材［５］第５８页“探究与发现”栏

目 “服从二项分布的随机变量 取 何 值 时 概 率 最 大”
中的方法处理数据，不但耗费更多时间，而且正确率

大打折扣．于知识交汇点处设置问题，成为本试题的

独特风景，也为考生提供了更大的创新、发挥空间．
２．命题注重情境化的考查．
情境包括现实的生活实践情境活动与学术探究

情境活动．本 试 题 创 设 的 主 要“生 活 实 践 情 境”是

“产品质检”，“先从这箱产品中任取２０件作检验，再
根据检验结果决定是否对余下的所有产品作检验”，
“若有不合格品进入用户手中，则工厂要对每件不合

格品支付２５元的赔偿费用”；而主要数学探究情境

是“数 据 分 析”，“各 件 产 品 是 否 为 不 合 格 品 相 互 独

立”意味着什么，为什么“求ｆ（ｐ）的最大值点ｐ０”，
“以检验 费 用 与 赔 偿 费 用 和 的 期 望 值 为 决 策 依 据”
又意味着什么等．这些情境化的语言生动而又严谨，
自然地融入试题之中，形成具有生命活力的问题情

境，不但考查考生适应新定义、进入新情境的能力，
而且考查考 生 在 具 体 问 题 情 境 中 提 取 有 用 数 据 信

息、用数学的方式甄别并转化问题情境的必备品质．
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第（１）题中，只有把“先从这箱产品中任取２０件作检

验”与“各件产品是否为不合格品相互独立”结合起

来，进入问题情境，才能建立模型“ｆ（ｐ）＝Ｃ２２０ｐ２（１

－ｐ）１８”，为后续解题开辟道路；第（２）（ｉ）题中，只有

把“若有不合格品进入用户手中，则工厂要对每件不

合格品支付２５元的赔偿费用”与“检验费用与赔偿

费用的和记为Ｘ”统一起来，才能建立模型“Ｘ＝４０
＋２５Ｙ，其中Ｙ为余下的１８０件产品的不合格产品件

数”，为数据分析提供支持．注重情境化的考查，是本

试题的命题特点之一，要求考生运用生活化的实际

场景，并且依靠科学的方法和态度进行数据分析、数
学推理，进而得到最终的答案．
３．命题注重科学思维的考查．
科学思维是对客观的事物本质的属性以及潜在

的规律和相互之间的关系的一种认知方式，这种方

式必须建立在实际的事实之上去建构相应的模型．
这道试题并没有枯涩难懂的新概念，难能可贵的是

把习以为常的比较法、潜在规律融合在认知方式与

科学思维的考查之中．第（２）（ｉｉ）题中，尽管“以检验

费用与赔偿费用和的期望值为决策依据”，但如何利

用第（２）（ｉ）题中的计算结果、ＥＸ 的值，考量着解题

者的数学思维方式，考生可以从第（２）题 所 给 情 境

中找到解决问题的“钥匙”：求出“对这箱余下的所有

产品作检验，检验费用与赔偿费用和的期望值”，在

比较期望值大小的基础上、用数据说话，进行科学决

策，破解这道次“压轴题”的难点．注重科学思维 的

考查，也是本试题的命题特点之一，通过合理的推理

与客观的经验来形成解决不现成问题的思维方式，
从而得到问题的最优解．

（三）障碍所在

概率统计的应用问题一直是教学的难点，学生

害怕解答应用性问题，阅读理解、提取题目有用信息

的能力差，审题缺乏耐心．本试题字符较多，涉及随

机抽样、二项分布、离散型随机变量、期望等诸多内

容，解题时存在理解和运用方面的障碍．
１．二项分布的意义理解障碍．
体现在学生对二项分布的产生背景和形成过程

不甚 理 解，以 致 不 能 识 别、建 立 模 型 “ｆ（ｐ）＝
Ｃ２２０ｐ２（１－ｐ）１８”．

其实，二 项 分 布 源 于 独 立 重 复 试 验，基 本 点 是

“在相同条件下做ｎ次重复试验”，根据组合数的意

义得到事件Ａ发生ｋ次的概率，学生常与超几何分

布混淆．它们的区别在于超几何分布需要知道总体

容量、是不放回抽取，而二项分布不需要知道总体容

量、是有放回抽取．
２．新情境下数学语言的理解障碍．
体现在学生对“各件产品是否为不合格品相互

独立”、“这一箱产品的检验费用与赔偿费用的和记

为Ｘ”等新情境语言理解不到位，以致不能建立模

型“ｆ（ｐ）＝Ｃ２２０ｐ２（１－ｐ）１８”，不能确定随机变量Ｘ
的表达式“Ｘ＝４０＋２５Ｙ”．

特别是对试题结构的认识、理解不到位，以致在

新情境 下 小 题 与 大 题 之 间 的 关 系 断 层，忽 视Ｙ ～

Ｂ（１８０，１１０
），造成计算ＥＹ 的思维障碍．

３．应用方面的障碍．
体现在知识链条割裂，缺乏迁移活度，以致得到

关系“ｆ（ｐ）＝Ｃ２２０ｐ２（１－ｐ）１８”、Ｙ～Ｂ（１８０，１１０
）后，

不能运用“导数方法”求ｆ（ｐ）的最大值点ｐ０、不能

运用公式ＥＹ ＝ｎｐ去求ＥＹ 的值．
其实，导数的工具性突出体现在探讨函数的单

调性，进一步求函数极值、最值，解决现实生活中的

最优化问题．但学生缺乏用“导数方法”解决统计问

题的经验，尽管命题者注重人文关怀、引入函数符号

“ｆ（ｐ）”，但终究没能把具有应用障碍的考生从思维

惯性中拉回来．
二、试题展望

透过现象，揭示本质．从上述素养导向的试题出

发，展望概率统计解答题的命题前景，我们主要有下

列认识．
（一）追求目标指向开放

数学问题，由四部分组成，这就是条件、目标、运
算、依据．数学解题就是把数学问题由条件状态转化

为目标状态，其中运算是指允许对条件采取的行动，
依据是指允 许 运 算 或 允 许 运 算 信 息．上 述 试 题，在

“根据问题要求，利用统计数据，建立统计模型，做出

合理判断”框 架 下，“运 算”具 有 隐 蔽 性，对 数 据 分

析、数学建模素养要求比较高．给出基本问题，目标

指向开放，根据提出不同层次的问题给予不同的分

数，或许是概率统计应用题的一个命题方向．如本试

题给出第（２）题信息后，让考生“根据 上 述 信 息，提

出一个问题，并选择数字特征，回答或说明你所提出

的问题”．这样，就要求考生按照“三数”（众数、中位

数、平均数）、“三差”（极差、方差、标准 差）的 特 征，
从试题提供的数据中提取有用信息，选择恰当的数

字特征、按照数学的方式去尝试提出问题，并作出回

答或说明；根据考生提问与答问情况计分、评价，就

可以区分出考生数据分析、数学建模的水平层次．
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（二）关注整体性的考查

整体性与碎片化是相对的．“碎片化”原意是指

完整的东西破成诸多零块，随着互联网时代的到来，
不但让受众群体呈现碎片化，而且让受众需求呈现

碎片化，“人们常常需要对网络、文本、声音、图像等

反映的信息进行数字化处理”［１］，这使统计与概率的

研究领域与应用领域得到极大拓展．作为应用问题

命题主线，统计与概率试题结构将关注从碎片化到

整体性的考查．不是在一道题中考查全部知识，而是

根据应用特点，整体布局，统筹安排，分别在选择或

填空、解答题中设置相关问题，前后关联，递进式考

查概率与统计知识，使概率与统计解答题成为数学

应用问题的“重头戏”、整卷的“压轴题”，达到必要的

广度和深度，以区分数据分析核心素养的水平层次，
引导考生重视数据存储与分析．

（三）关注科学探究能力的考查

科学探究，是按照一定的科学思维过程去探索

学习、问题解决的过程，从中学习科学方法，发展科

学探究所需要的能力．上述试题，在“通过对随机现

象的研究，发现必然结论，进而理解随机现象”框架

下，“探究”的味道较浓，考生要在思考、辨析、运算、
比较、综合等探究活动中，探求适当的结论和规律，
作出统计推断．给出基本问题，创设新的情境，变换

设问角度和知识的组合方式，考查科学探究能力，或
许是概率统计应用题的另一个命题方向．如本试题

给出主题背景后，不进行分小题设问，而是让学生思

考：“如何科学决策、根据检验结果决定是否对余下

的所有产品作检验”？并附注参考资料，按照考生探

究出来的“解决方案”的可行性计分．这样，把提 取

数据有用信息、确立“ｐ值”与科学决策标准的探究

权还给考生，把用现存方法解决不现成问题的创新

权还给考生，使考生在决胜高考的考场上积聚未来

面对各种挑战问题的数学方案和智慧．
三、复习建议

掌握基本的数据处理方法，具备基本的统计思

维能力和数据分析能力是大数据时代公民应具备的

基本素养．就数学教育而言，要抓住学生在高考复习

数据处理分析能力提升的关键时期，立足主要问题，
通过培养数据处理分析能力提升其数学核心素养，
强化数据分析意识，培养统计思维能力，以应对数学

高考和未来人生的挑战．
（一）创设情境，引导学生发现提出问题

教学情境包括现实情境、数学情境、科学情境，
每种情境可以分为熟悉的、关联的、综合的．概率统

计知识源于生产实践与社会实践，复习时，教师要重

视从现实情境中提出学生熟悉的、关联的问题，创设

教学情境，导引学生“数学化”、抽象出模型，努力揭

示概率统计模型产生的背景和缘由．同时，要鼓励学

生从现实情境、数学情境中去发现提出问题，逐渐建

构他们发现、提问、利用数据的意识和能力．如在获

得“直方图”、“散 点 图”、“列 联 表”等 处 理 数 据 的 模

型后，可让学生根据现实情境、所举案例，进行数据

分析、解决问题、提出新的问题，在挖掘已有数据新

的信息价值的过程中，进一步建构数据分析、统计思

维的意义．
（二）突出主干，整体重构概率统计知识

高考试题把相互关联的知识串联、整合在一起，
把概率统计知识创新运用于生产和社会实践，充分

反映了知识之间的内在规律和相互联系．复习时，教
师要注重引导学生回归概率统计核心知识的生成过

程，突出主干知识的教学．特别是要突出知识主干，
整体重构概率统计知识．如在复习课中，可建构知识

主干：收 集 数 据 ——— 处 理、整 理 数 据 ——— 统 计 分

析、估计、推断，并把相关知识融入到主干知识中，提
炼出四大问题：利用样本频率分布直方图、茎叶图、
计算来处理分析数据，运用分布或数字特征估计总

体；利用散点图、回归方程、计算来处理分析数据，运
用回归直线方程预报具有相关关系两个变量的预报

变量值；利用离散型随机变量的分布列、正态分布、
计算来处理分析 数 据，运 用 数 字 特 征、“３σ”法 则 与

小概率事件结合起来，进行统计推断；利用“列联表”
来处理分析分类变量，运用独立性检验原理进行统

计推断．
（三）变更问题，不断提升统计思维能力

统计思维是一种利用数据的信息规律分析、探

索、解决问题的思维形式，它是一种创造性思维．但

这种思维能力不是与生俱来的，而是通过专门学习

训练来获得．
１．变更案例，增强现场感．
复习时，回归教材提供的案例，引导学生变更问

题情境、从身边寻找案例，增强现场感，使学生从中

学习收集、处理、分析数据的方法，悟道运用统计思

维解决问题的真谛．如通过“高尔顿板”［５］ 重建正态

分布的概念与模型后，让学生举出服从正态分布的随

机现象实例，通过熟悉的案例，使学生进一步理解“３σ
原则”与小概率事件的关系，提高现场感和应用意识．
２．变更问题情境，增强阅读理解力．
复习时，要针对学生阅读理解题目的障碍，精选
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题目，变更问题情境，引导学生解读题意、用自己的

语言表述问题，以增强阅读理解能力，熟悉基本问题

情境、减轻学生解答概率统计问题的思想负担和心

理压力．
３．改变设问方式，提升数据处理分析能力．
复习时，要针对学生数据处理分析的障碍，精选

高考试题，改变设问方式，引导学生在不同问题背景

下，学习利用信息技术收集、处理、分析数据的方法，
以及运用统计语言解释、表达问题的方式，以培养学

生的科学探究能力，不断提升他们的数据处理分析

和统计思维能力．
四、结束语

大数据时代对数据处理分析、统计思维能力提

出了更高的要求，高中数学教学要顺应这一历史潮

流，着力培养学生的数据分析素养．回眸试题，展望

前景，立足问题，落实复习，通过高考复习，让更多学

生“适应数字化学习的需要，增强基于数据表达现实

问题的意识，形成通过数据认识事物的思维品质；积

累依托 数 据 探 索 事 物 本 质、关 联 和 规 律 的 活 动 经

验”［１］，成就高考和人生．
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的口头和书面表达的能力．在知识层面上，高二的新

课学习及高三第一轮复习中已在直观描述中理解了

数列极限，也学会了应用无穷等比数列各项和．在方

法层面上，学生在高中学习中基本掌握了从特殊到

一般、抽象概括、从有限到无限的数学思想．本教学

设计具有以下特点：

１．融入数学文化，有机整合教材．
整合体现在将高二及高三教材中的例题和阅读

材料与“再探极限思想”的课题相结合，贯穿其 中，
同样也体现在将数学史中适合用于高中数学课堂的

极限思想相关故事穿插于其中，通过对古今中外数

学家在运用极限思想得到的研究成果深化了数学的

育人价值．
２．基于数学文化，合理进行探究．
探究体现在对与例题进行梯度设计，在最近发

展区进行教学设计的指导思想下，使抛物线封闭面

积的求法能更切合学生的学习起点，并举一反三，巩
固切割思想．
３．运用数学文化，开拓数学视野．
引 入 历 史 上 的 数 学 家 在 极 限 思 想 上 的 研 究 成

果，在教师的设计下，在例题的铺垫下，与之对话，开
拓数学视野，启迪明智．

三、结束语

倡导数学课堂文化，构建具有良好主体性的数

学教学生态，有助于数学知识、技能、能力、思维、方

法和文化的传授，形成整体性的、与生活方式和数学

基本经验良好互动的教学场，有益于学生数学核心

素养的培育并使学生终生受益．
同时，具有文化敏感度和文化包容性的课堂教

学绝不是仅仅把知识作为一种事实或结论或传递给

学生，而是对具体知识作深入的文化分析，向学生表

达出来或引导学生探究知识的文化属性、文化思想、
文化精神和文化思维方式，体现出知识对学生的文

化影响力，真 正 达 成“转 识 成 智”“以 文 化 人”的 目

的．［３］在数学课堂 上，只 有 将 数 学 知 识 与 数 学 文 化

相辅相承，而不是将文化剥离于数学知识，才能实现

核心素养的培育目标．

参考文献：
［１］奚定华．数学教学设计［Ｍ］．上海：华 东 师 范 大

学出版社，２００１．
［２］聂晓颖，黄秦安．论数学课堂文化的内涵与模式

及对培养数学核心素养的价值［Ｊ］．数学教育学

报，２０１７（４）．
［３］郭元祥，吴宏．论课程知识的本质属性及其教学

表达［Ｊ］．课程·教材·教法，２０１８（８）．

（收稿日期：２０１８－１１－１８）
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殣

殣殣

殣

我 为 高 考 设 计 题 目

　　 题２８３　 如图１，已知点Ｐ是ｘ轴下方（不含ｘ
轴）一点，抛物线Ｃ：ｙ＝ｘ２ 上存在不同的两点Ａ，Ｂ
满足 →ＰＤ ＝λ →ＤＡ，→ＰＥ＝λ →ＥＢ，其中λ为常数，且Ｄ，

Ｅ两点均在Ｃ上，弦ＡＢ 的中点为Ｍ．

图１

（Ⅰ）若Ｐ点坐标为（１，－２），λ＝３时．
（ⅰ）求弦ＡＢ 所在的直线方程；

（ⅱ）设抛 物 线 过Ａ，Ｂ的 切 线 的 交 点 为Ｎ，证

明：点Ｎ 在直线ＰＭ 上；

（Ⅱ）若直线ＰＭ 交 抛 物 线 于 点Ｑ，求 证：线 段

ＰＱ 与ＱＭ 的比为定值．
解 　（Ⅰ）（ⅰ）设 Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），因 为

→ＰＤ ＝３ →ＤＡ， →ＰＥ ＝３ →ＥＢ，可 求 得 Ｄ（１＋３ｘ１４
，

－２＋３ｙ１
４

），Ｅ（１＋３ｘ２４
，－２＋３ｙ２

４
）．

由Ｄ点在Ｃ上可得－２＋３ｙ１
４ ＝（１＋３ｘ１４

）２，化

简得ｘ２１－２ｘ１－３＝０．
同理可得ｘ２２－２ｘ２－３＝０．所以ｘ１，ｘ２ 是二次

方程ｘ２－２ｘ－３＝０的两不等实根３，－１．不妨设

Ａ（３，９），Ｂ（－１，１），所 以ｋＡＢ ＝ ９－１
３－（－１）＝

２，弦

ＡＢ 所在直线的方程为ｙ－１＝２（ｘ＋１），即２ｘ－ｙ

＋３＝０．

（ⅱ）由（ⅰ）可知，ｘＭ ＝－１＋３２ ＝１，直线ＰＭ

的方程为ｘ＝１．因为ｙ′＝２ｘ，所以ｋＡＮ ＝６，切线

ＡＮ 的方程为ｙ－９＝６（ｘ－３），即６ｘ－ｙ－９＝０．
同理可得，切线ＢＮ 的方程为２ｘ＋ｙ＋１＝０．

解方程组
６ｘ－ｙ－９＝０，

２ｘ＋ｙ＋１＝０烅
烄

烆 ，
得
ｘ＝１，

ｙ＝－３烅
烄

烆 ．
所以，抛物线 过Ａ，Ｂ 的 切 线 的 交 点Ｎ 在 直 线

ＰＭ 上．
（Ⅱ）设Ｐ（ｘ０，ｙ０），Ａ（ｘ１，ｘ２１），Ｂ（ｘ２，ｘ２２），因 为

→ＰＤ ＝λ →ＤＡ，则Ｄ（ｘ０＋λｘ１１＋λ
，ｙ０＋λｘ

２
１

１＋λ
），由Ｄ点在Ｃ

上可得ｙ０＋λｘ
２
１

１＋λ ＝ （ｘ０＋λｘ１１＋λ
）２，化简得

λｘ２１－２λｘ０ｘ１＋（１＋λ）ｙ０－ｘ２０ ＝０．
同理可得：

λｘ２２－２λｘ０ｘ２＋（１＋λ）ｙ０－ｘ２０ ＝０．

显然ｘ１ ≠ｘ２，所 以ｘ１，ｘ２ 是 二 次 方 程λｘ２－

２λｘ０ｘ＋（１＋λ）ｙ０－ｘ２０ ＝０的两不等实根，所以

ｘ１＋ｘ２ ＝２ｘ０，ｘ１ｘ２ ＝
（１＋λ）ｙ０－ｘ２０

λ
，

所以ｘＭ ＝ｘ１＋ｘ２２ ＝ｘ０ ＝ｘＰ，

所以直线ＰＭ 的方程为ｘ＝ｘ０．

又ｙＭ ＝ｘ
２
１＋ｘ２２
２ ＝

（ｘ１＋ｘ２）２－２ｘ１ｘ２
２

＝
（１＋２λ）ｘ２０－（１＋λ）ｙ０

λ
，

ｙＱ ＝ｘ２０，

ｙＭ －ｙＱ ＝
（１＋λ）（ｘ２０－ｙ０）

λ
，

ｙＱ－ｙＰ ＝ｘ２０－ｙ０，

所以｜ＱＭ｜＝１＋λλ ｜ＰＱ｜，

即线段ＰＱ 与ＱＭ 的长度比为定值１＋λ
λ
．

考察目标 　 试题以抛物线为载体，考查直线与

抛物线的位置关系、向量共线、定比分点公式、导数、

切线以及一 元 二 次 方 程 的 根 与 系 数 关 系 等 相 关 知
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识，在知 识 的 交 汇 处 命 题，突 出 对 解 析 几 何 中 定 点

（定位）、定值等热点的考查，旨在对学生数学知识综

合运用能力以及数据运算、数学探究能力和逻辑推

理能力的考查，可以作为高三复习阶段综合性训练

试题．
设计思路 　 本题的命题是受到２０１８年高考数

学浙江省卷第２０题的启发，浙江省试题是以抛物线

为载体，是在给出抛物线外一点与抛物线上两点的

连线的中点均在该抛物线上，让考生去探究图形的

性质，重点考查直线与抛物线的位置关系和一元二

次方程的根与系数的关系．本题在编写时考虑到求

导的可行性，故选取开口向上的抛物线方程，这样便

于求抛物线的切线方程．同时，在数据处理上，注意

简洁与自然，如Ｐ点横坐标为１，纵坐标为－２，λ的

数值取３，就像顺手拈来，显得极其自然．第（Ⅰ）小

题通过特殊位置的探讨，旨在让学生认识到只要给

定点Ｐ的坐标，就可以利用定比分点坐标公式（或者

向量共线）求出分点坐标，然后代入抛物线方程，即

可得到坐标满足的关系式，进而求出抛物线上相应

点的坐标，从而得到所求的直线方程；同时也能得到

对应点切线的斜率，从而通过两条切线方程求出交

点坐标，便可证明点Ｎ 在已知直线上．第（Ⅱ）小题

是挖掘图形的内在性质，是原创也是热点问题，是对

一般情况下的定值证明．旨在通过第（Ⅰ）小题对特

殊情形探究的基础上，引导学生去发现直线ＰＭ 垂

直于ｘ轴，从而可得Ｑ点的纵坐标，然后通过纵坐标

间关系得到线段长度间的比值．试题两问之间存在

内在的联系，但是思维具有较大的跨度，试题的区分

度明显，突出对学生的类比能力和数学运算能力的

考查．
难度系数 　０．４５．
命 题 人 　 翟 洪 亮（江 苏 省 太 湖 高 级 中 学

　２１４１２５）

题２８４　已知函数ｆ（ｘ）＝ａｘ－ｓｉｎ　ｘ（ａ∈Ｒ）．

（１）若函数ｆ（ｘ）在区间（０，π２
）上不单调，求ａ

的取值范围；

（２）当０＜ｘ＜ π２
时，ｆ（ｘ）＜ １６ｘ

３ 恒成立，求

ａ的取值范围．

解 　（１）由 已 知，得ｆ′（ｘ）＝ａ－ｃｏｓ　ｘ，０＜
ｃｏｓ　ｘ＜１．

① 当ａ≥１时，ｆ′（ｘ）＞０恒成立，则函数ｆ（ｘ）

在（０，π２
）上单调递增，此时不合题意；

② 当ａ≤０时，ｆ′（ｘ）＜０恒成立，则函数ｆ（ｘ）

在（０，π２
）上单调递减，此时不合题意；

③ 当０＜ａ＜１时，由ｆ′（ｘ）＝ａ－ｃｏｓ　ｘ＝０，

得ｃｏｓ　ｘ＝ａ，则存在ｘ０∈（０，π２
），使得ｃｏｓ　ｘ０＝ａ．

当０＜ｘ＜ｘ０ 时，ｆ′（ｘ）＜０；当ｘ０ ＜ｘ＜ π２
时，

ｆ′（ｘ）＞０．所以函数ｆ（ｘ）在（０，ｘ０）上单调递减，在

（ｘ０，π２
）上单调递增，即函数ｆ（ｘ）在区间（０，π２

）上

不单调．
综上，ａ的取值范围是（０，１）．

（２）当ａ≥１时，由（１）中①知：ｆ（ｘ）在（０，π２
）

上单调递增，所以，对ｘ∈ （０，π２
），有ｆ（ｘ）＞ｆ（０）

＝０，即ａｘ＞ｓｉｎ　ｘ．其中，当ａ＝１时，对ｘ∈ （０，

π
２
），有ｓｉｎ　ｘ＜ｘ，从而ｓｉｎ２ｘ２ ＜

（ｘ
２
）２．

令ｇ（ｘ）＝ａｘ－ｓｉｎ　ｘ－１６ｘ
３（０＜ｘ＜ π２

），则

ｇ′（ｘ）＝ａ－ｃｏｓ　ｘ－１２ｘ
２

＝ａ－１＋１－ｃｏｓ　ｘ－１２ｘ
２

＝ａ－１＋２ｓｉｎ２ｘ２－
１
２ｘ

２

＜ａ－１＋２（ｘ２
）２－１２ｘ

２

＝ａ－１．

①当ａ≤１时，ｇ′（ｘ）＜０，则ｇ（ｘ）在（０，π２
）上

单调递减，从而ｇ（ｘ）＜ｇ（０）＝０，此时满足题意．

② 当ａ＞１时，设ｈ（ｘ）＝ａ－ｃｏｓ　ｘ－１２ｘ
２（０＜

ｘ＜π２
），则ｈ′（ｘ）＝ｓｉｎ　ｘ－ｘ＜０，从而ｈ（ｘ）在（０，

π
２
）上单调 递 减，于 是ａ－π

２

８ ＝ｈ
（π
２
）＜ｈ（ｘ）＜

ｈ（０）＝ａ－１，再分情况讨论：
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（ｉ）当ａ≥π
２

８
时，ｈ（ｘ）≥０，即ｇ′（ｘ）≥０，则

ｇ（ｘ）ｇ（ｘ）在（０，π２
）上单调递增，从而ｇ（ｘ）＞ｇ（０）

＝０，此时不满足题意．

（ｉｉ）当１＜ａ＜π
２

８
时，一定存在ｘ０ ∈ （０，π２

），

使得ｈ（ｘ０）＝０，所以，当０＜ｘ＜ｘ０ 时，ｇ′（ｘ）＝

ｈ（ｘ）＞０；当ｘ０＜ｘ＜π２
时，ｇ′（ｘ）＝ｈ（ｘ）＜０．所

以，函数ｇ（ｘ）在（０，ｘ０）上单调递增，在（ｘ０，π２
）上

单调递减．所以，一定存在ｘ１∈ （０，ｘ０），使得ｇ（ｘ１）

＞ｇ（０）＝０，因此，不满足题意．
综上，ａ的取值范围是（－∞，１］．
考查目标 　 本题主要考查导数的计算及应用、

三角函数的性质、不等式的放缩，要求学生具有较强

的缜密的思维能力、代数推理能力、代数变形能力、

运算求解能力以及突出的应变能力，充分体现分类

讨论、转化与化归、函数与方程、数形结合等数学思

想方法，能够彰显学生的数学素养，具有明显的区分

度．
设计思路　本题是根据泰勒展开式“ｓｉｎ　ｘ＝ｘ

－ｘ
３

６＋
…＋（－１）ｎ ｘ２ｎ＋１

（２ｎ＋１）！＋
…”命制的，即右边

只保留 两 项，配 置 参 数，由 相 等 转 化 为 不 等．第（１）

问的设置主要为第（２）问的放缩提供 依 据．大 学 教

材主要研究的是抽象函数，中学主要是借助含参的

具体函数，替代抽象函数进行形式化的推理，选拔出

适应高等数学学习能力的学生．虽然题干简练，设问

普通，但却匠心独运，步步惊心；学生在求解时，需要

较强的迁移能力，克服以往的思维定势，扫清若干道

障碍．在 扫 清 这 些 障 碍 时，凸 显 创 新 意 识 和 综 合 能

力．
难度系数 　０．４０．
命题人 　 王甜甜（山东省枣庄市第八中学北校

区数学组 　２７７０００）

题２８５　已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－１ｘ
，ｇ（ｘ）＝ａｘ

＋ｂ．
（１）若函数ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）在（０，＋∞）上

单调递增，求实数ａ的取值范围；

（２）若直线ｇ（ｘ）＝ａｘ＋ｂ是函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ

－１ｘ
图象的切线，求ａ＋ｂ的最小值；

（３）当ｂ＝０时，若ｆ（ｘ）与ｇ（ｘ）的图象有两个

交点Ａ（ｘ１，ｙ１），Ｂ（ｘ２，ｙ２），求证：ｘ１ｘ２ ＞２ｅ２．

（取：ｅ＝２．８，ｌｎ２＝０．７，槡２＝１．４．）

解 　（１）ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ｌｎｘ－１ｘ－ａｘ

－ｂ，则ｈ′（ｘ）＝ １ｘ＋
１
ｘ２－ａ．

因为ｈ（ｘ）＝ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）在（０，＋∞）上单调

递增，所以，对ｘ＞０，都有ｈ′（ｘ）＝１ｘ＋
１
ｘ２－ａ≥

０，即对 ｘ＞０，都有ａ≤ １ｘ＋
１
ｘ２．

而１
ｘ＋

１
ｘ２ ＞０

，

所以ａ≤０，故实数ａ的取值范围是（－∞，０］．

（２）设切点为（ｘ０，ｌｎｘ０－１ｘ０
），则切线方程为ｙ

－（ｌｎｘ０－１ｘ０
）＝ （１ｘ０＋

１
ｘ２０
）（ｘ－ｘ０），整理得

ｙ＝ （１ｘ０＋
１
ｘ２０
）ｘ＋（ｌｎｘ０－２ｘ０－

１）．

令１
ｘ０ ＝

ｔ＞０，由题意得

ａ＝ １ｘ０＋
１
ｘ２０
＝ｔ＋ｔ２，

ｂ＝ｌｎｘ０－２ｘ０－
１＝－ｌｎｔ－２ｔ－１．

令ａ＋ｂ＝φ（ｔ）＝－ｌｎｔ＋ｔ
２－ｔ－１，则

φ′（ｔ）＝－
１
ｔ＋２ｔ－１＝

（２ｔ＋１）（ｔ－１）
ｔ ．

当ｔ∈（０，１）时，φ′（ｔ）＜０，当ｔ∈（１，＋∞）时，

φ′（ｔ）＞０，所以ａ＋ｂ＝φ（ｔ）≥φ（１）＝－１．
故ａ＋ｂ的最小值为－１．
（３）由题意知

ｌｎｘ１－１ｘ１ ＝
ａｘ１，

ｌｎｘ２－１ｘ２ ＝
ａｘ２，

两式相加、得

ｌｎｘ１ｘ２－ｘ１＋ｘ２ｘ１ｘ２ ＝ａ（ｘ１＋ｘ２）．

两式相减得

ｌｎｘ２ｘ１－
ｘ１－ｘ２
ｘ１ｘ２ ＝ａ（ｘ２－ｘ１），
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即
ｌｎｘ２ｘ１
ｘ２－ｘ１＋

１
ｘ１ｘ２ ＝

ａ，所以

ｌｎｘ１ｘ２－ｘ１＋ｘ２ｘ１ｘ２

＝ （
ｌｎｘ２ｘ１
ｘ２－ｘ１＋

１
ｘ１ｘ２

）（ｘ１＋ｘ２），

即ｌｎｘ１ｘ２－２
（ｘ１＋ｘ２）
ｘ１ｘ２ ＝ｘ１＋ｘ２ｘ２－ｘ１

·ｌｎｘ２ｘ１
．

不妨令０＜ｘ１＜ｘ２，记ｔ＝
ｘ２
ｘ１ ＞

１，令Ｆ（ｔ）＝

ｌｎｔ－２
（ｔ－１）
ｔ＋１

（ｔ＞１），则Ｆ′（ｔ）＝
（ｔ－１）２
ｔ（ｔ＋１）＞

０，所

以Ｆ（ｔ）在（１，＋∞）上单调递增，则Ｆ（ｔ）＝ｌｎｔ－

２（ｔ－１）
ｔ＋１ ＞Ｆ（１）＝０，所以ｌｎｔ＞２

（ｔ－１）
ｔ＋１

，则ｌｎｘ２ｘ１

＞
２（ｘ２－ｘ１）
ｘ１＋ｘ２

，所以，

ｌｎｘ１ｘ２－２
（ｘ１＋ｘ２）
ｘ１ｘ２ ＝ｘ１＋ｘ２ｘ２－ｘ１

ｌｎｘ２ｘ１ ＞
２．

又ｌｎｘ１ｘ２－２
（ｘ１＋ｘ２）
ｘ１ｘ２ ＜ｌｎｘ１ｘ２－

４　ｘ１ｘ槡 ２

ｘ１ｘ２

＝ｌｎｘ１ｘ２－ ４
ｘ１ｘ槡 ２

＝２ｌｎ　ｘ１ｘ槡 ２－ ４
ｘ１ｘ槡 ２

，

所以ｌｎ　ｘ１ｘ槡 ２－ ２
ｘ１ｘ槡 ２

＞１．

令Ｇ（ｘ）＝ｌｎｘ－２ｘ
，则ｘ＞０时，Ｇ′（ｘ）＝１ｘ＋

２
ｘ２ ＞０

，所以Ｇ（ｘ）在（０，＋∞）上单调递增．

又Ｇ（槡２ｅ）＝ 槡ｌｎ　２ｅ－ ２
槡２ｅ
＝ １２ｌｎ２＋１　－

槡２
ｅ ≈

０．８５＜１，所以Ｇ（ｘ１ｘ槡 ２）＞１＞Ｇ（槡２ｅ），则 ｘ１ｘ槡 ２

＞槡２ｅ，即ｘ１ｘ２ ＞２ｅ２．
考查目标 　 考查利用导数判断函数的单调性，

求函数的切线方程及最值，基本不等式等基础知识；

考查等价转化、函数与方程、数形结合、化归转化等

数学思想，考查综合运用知识解决问题的能力．

设计思路 　 本题是笔者为我市期末联考命制

的一道压轴题，题干简洁，考查点丰富．题目的背景

是南京 市２０１４届 高 三 第 三 次 模 拟 考 试 第１９题 第

（３）问：已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ－ｍｘ有两个不同的零

点ｘ１，ｘ２，求证：ｘ１ｘ２＞ｅ２．第（１）小题根据函数的单

调性判断参数的取值范围，属于常规动作；第（２）小

题基于函数的动切线，引导学生研究参数之间的变

化范围，平凡中考功力，体现了导数的应用价值；第

（３）小题熟悉中蕴创新，相对于背景题，改编后的问

题综合性加大，对学生灵活运用所学知识解决问题

的能力提出 了 较 高 要 求．背 景 题 中，只 要 从ｌｎｘ１－
ｍｘ１ ＝０，ｌｎｘ２－ｍｘ２＝０两式消去参数ｍ后，再构

造函数 求 范 围 即 可 完 成，改 编 后 的 第（３）问 在 由

ｌｎｘ１－１ｘ１＝
ａｘ１，ｌｎｘ２－１ｘ２＝

ａｘ２ 消去参数ａ后，同

样需要构造函数Ｆ（ｔ）＝ｌｎｔ－２
（ｔ－１）
ｔ＋１

（ｔ＞１）来确

定
ｘ１＋ｘ２
ｘ２－ｘ１

ｌｎｘ２ｘ１ ＞
２，但与背景题相较，这一构造相

对隐蔽，没有较强的分析观察能力很难得到．另外，

问题的更精彩之处在于：需要借助于基本不等式放

缩来构造一个新的不等式ｌｎ　ｘ１ｘ槡 ２－ ２
ｘ１ｘ槡 ２

＞１，

再巧妙地借助于Ｇ（ｘ）＝ｌｎｘ－２ｘ
的单调性，并通过

合理的估算来解决问题．另外，题目给出的几个参考

数据也很有讲究，相对于原始的ｅ，ｌｎ２，槡２值，提供

的近似值或放大，或缩小，到底是放大还是缩小都以

科学 性 为 原 则，并 非 简 单 地 为 了 方 便 计 算，而 且

２．８，０．７，１．４都和７关联，体现出奇异的美感．最后要

说明的是，结论ｘ１ｘ２＞２ｅ２ 中的系数２并非最佳的，

但对于考试题，却是合适的．整个问题层层递进，波

澜起伏，区分度高，有效地考查了学生的学习水平．
难度估计 　０．３０．
命 题 人 　 张 俊 （江 苏 省 兴 化 市 第 一 中 学

　２２５７００）
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从一道竞赛题的解法改进感悟命题与解题

田 　 辉
（安徽省泗县第一中学，２３４３００）

　　 数学竞赛题必须难似乎已成共识，这也是许多

教师和学生不愿意接触数学竞赛题的原因所在，这

对培养学生的数学兴趣是不利的．要想改变这种困

境，教师们应该认真钻研竞赛题的命题轨迹和解题

策略，从而在教学中化难为易，点石成金，进而让学

生感受数学的魅力，提升学习数学的兴趣，走上数学

探究之路．
笔者多年从事数学竞赛辅导工作，对于数学竞

赛题的命题与解题有所感悟．本文从一道竞赛题的

解法改进开始，谈谈笔者的一些心得体会，以期抛砖

引玉．
一、一道竞赛题的解法改进

题１　（１９９４年中国香港数学奥林匹克试题）设

ｘ，ｙ，ｚ≥０，满足ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１，求证：

ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）＋ｚ（１－

ｘ２）（１－ｙ２）≤ 槡４　３
９ ．

针对此题，不少竞赛辅导的资料和教师采用如

下三角变换的方法予以处理．
证明 　 由已知条件知：ｘ，ｙ，ｚ中至多有一个等

于０．
若ｘ＝０，则ｙｚ＝１，原不等式的左边为

ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）＋ｚ（１－ｘ２）（１－ｙ２）

＝ｙ－ｙｚ２＋ｚ－ｚｙ２ ＝ｙ－ｚ＋ｚ－ｙ

＝０＜ 槡４　３
９
，

原不等式成立．
故只需证ｘ，ｙ，ｚ都大于０的情形．
注意 到 不 等 式 的 结 构 及 三 角 公 式ｔａｎ　２α＝

２ｔａｎα
１－ｔａｎ２α

，设ｘ＝ｔａｎＡ２
，ｙ＝ｔａｎＢ２

，ｚ＝ｔａｎＣ２
，Ａ，

Ｂ，Ｃ∈ （０，π）．

由ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１得ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２＋ｔａｎ

Ｂ
２
·

ｔａｎＣ２＋ｔａｎ
Ｃ
２ｔａｎ

Ａ
２ ＝１

，所以

１－ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２ ＝ｔａｎ

Ｃ
２
（ｔａｎＡ２＋ｔａｎ

Ｂ
２
）．

又ｔａｎＡ２＋ｔａｎ
Ｂ
２ ＝ｔａｎ

Ａ＋Ｂ
２

·（１－ｔａｎＡ２
·

ｔａｎＢ２
），所以

１－ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２

＝ｔａｎＣ２
·ｔａｎＡ＋Ｂ２

·（１－ｔａｎＡ２
·ｔａｎＢ２

）．

由ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ ＝１知０＜ｘｙ ＝ｔａｎＡ２
·

ｔａｎＢ２ ＜１
，所以１－ｔａｎＡ２ｔａｎ

Ｂ
２ ≠０

，故可得ｔａｎＣ２
·

ｔａｎＡ＋Ｂ２ ＝１，即ｔａｎＡ＋Ｂ２ ＝ｔａｎ（π２－
Ｃ
２
）．

又因为０＜π２－
Ｃ
２＜

π
２
，０＜Ａ＋Ｂ２ ＜π，所以

Ａ＋Ｂ
２ ＝ π２－

Ｃ
２
，即Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝π．

注意到１－ｘ２ ＝１－ｔａｎ２Ａ２ ＝
２ｔａｎＡ２
ｔａｎ　Ａ

，１－ｙ２

＝１－ｔａｎ２ Ｂ２ ＝
２ｔａｎＢ２
ｔａｎ　Ｂ

，１－ｚ２ ＝１－ｔａｎ２ Ｃ２ ＝

２ｔａｎＣ２
ｔａｎ　Ｃ

及恒等式ｔａｎ　Ａ＋ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ＝ｔａｎ　Ａ·

ｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ，可得

ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）

＋ｚ（１－ｘ２）（１－ｙ２）

＝ｔａｎＡ２
·
２ｔａｎＢ２
ｔａｎ　Ｂ

·
２ｔａｎＣ２
ｔａｎ　Ｃ ＋

ｔａｎＢ２
·
２ｔａｎＣ２
ｔａｎ　Ｃ

·

２ｔａｎＡ２
ｔａｎ　Ａ ＋ｔａｎＣ２

·
２ｔａｎＡ２
ｔａｎ　Ａ

·
２ｔａｎＢ２
ｔａｎ　Ｂ

＝４ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２ｔａｎ

Ｃ
２
·ｔａｎ　Ａ＋ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ

ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ

＝４ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２ｔａｎ

Ｃ
２ ＝４ｘｙｚ
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＝４ （ｘｙ）·（ｙｚ）·（ｚｘ槡 ）

≤４ （ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ
３

）槡 ３

＝４ （１
３
）槡 ３ ＝ 槡４　３

９ ．

综上可得：

ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）＋ｚ（１－

ｘ２）（１－ｙ２）≤ 槡４　３
９ ．

上述 证 法 巧 妙 地 运 用 了 三 角 代 换、非 直 角

△ＡＢＣ 中 的 恒 等 式ｔａｎ　Ａ ＋ｔａｎ　Ｂ ＋ｔａｎ　Ｃ ＝
ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ、三 元 均 值 不 等 式 等 知 识，很 好 地

诠释了数学竞赛题的解法之妙和难度之大．但上述

解法过于注 重 技 巧，在 令 人 惊 叹 之 余，难 免 让 人 生

畏．笔者从展开变形的通性通法入手，发现此题还有

如下简洁证法．
另证 　 因为ｘ，ｙ，ｚ≥０，ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１，所

以

ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）＋ｚ（１

－ｘ２）（１－ｙ２）

＝ （ｘ－ｘｙ２－ｘｚ２＋ｘｙ２ｚ２）＋（ｙ－ｙｘ２－ｙｚ２＋
ｙｚ２　ｘ２）＋（ｚ－ｚｘ２－ｚｙ２＋ｚｘ２　ｙ２）

＝ （ｘ－ｙｘ２－ｚｘ２）＋（ｙ－ｘｙ２－ｚｙ２）＋（ｚ－ｘｚ２

－ｙｚ２）＋（ｘｙ２ｚ２＋ｙｚ２　ｘ２＋ｚｘ２　ｙ２）

＝ｘ［１－（ｘｙ＋ｚｘ）］＋ｙ［１－（ｘｙ＋ｙｚ）］＋ｚ［１
－（ｚｘ＋ｙｚ）］＋ｘｙｚ（ｙｚ＋ｚｘ＋ｘｙ）］

＝ｘｙｚ＋ｙ·ｚｘ＋ｚ·ｘｙ＋ｘｙｚ·１＝４ｘｙｚ

＝４ （ｘｙ）·（ｙｚ）·（ｚｘ槡 ）

≤４ （ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ
３

）槡 ３

＝４ （１
３
）槡 ３ ＝ 槡４　３

９ ．

所以ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１－ｚ２）（１－ｘ２）＋

ｚ（１－ｘ２）（１－ｙ２）≤ 槡４　３
９ ．

上述改进后的证法通俗易懂，具有一般性，很好

地体现了简捷易行的变形过程，容易被广大师生所

接受，不失为一种好的证法．
两种证法一难一易，一雅一俗，原证法体现了试

题的深刻背景和广泛联系，新证法体现了试题的基

础性和普适性．两种证法相得益彰，很好地体现了数

学竞赛题命题时的基础性、普适性及背景深刻和联

系广泛等基本原则，也很好地诠释了数学竞赛题解

题时解法的多样性，有难有易，有雅有俗．从命题和

解题这两个角度评价，题１是一道优质的竞赛题．
二、如何命制数学竞赛题

基于对题１的认识及平时的研究体会，笔者认

为以下几点应该在命制数学竞赛题时有所考虑．
１．试题的起点要低

试题总会有一个源头，也就是题根．作为试题的

生发点，题根应该为大家所熟知，而且是基本的、基

础的和简单的．题１的题根是如下的条件恒等式：

若ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１，则ｘ（１－ｙ２）（１－ｚ２）＋ｙ（１
－ｚ２）（１－ｘ２）＋ｚ（１－ｘ２）（１－ｙ２）＝４ｘｙｚ．

该恒等式经过展开分组变形容易得到，起点低，

难度低，学生易于接受．
以下例子也是一次成功的命题．
题２　（２００６年中国国际集训队测试题）设ａ，ｂ，

ｃ，ｄ∈Ｒ＋，ａｂｃｄ＝１，求证：

１
（１＋ａ）２＋

１
（１＋ｂ）２＋

１
（１＋ｃ）２＋

１
（１＋ｄ）２ ≥

１．

证明 　 因为ａ＞０，ｂ＞０，所以

１
（１＋ａ）２＋

１
（１＋ｂ）２－

１
１＋ａｂ

＝ １
（１＋ａ）２（１＋ｂ）２（１＋ａｂ）

·［（１＋ｂ）２（１＋

ａｂ）＋（１＋ａ）２（１＋ａｂ）－（１＋ａ）２（１＋ｂ）２］

＝１－２ａｂ＋ａ
３ｂ＋ａｂ３－ａ２ｂ２

（１＋ａ）２（１＋ｂ）２（１＋ａｂ）

＝
（ａｂ－１）２＋ａｂ（ａ－ｂ）２
（１＋ａ）２（１＋ｂ）２（１＋ａｂ）

≥０，

所以 １
（１＋ａ）２＋

１
（１＋ｂ）２ ≥

１
１＋ａｂ

．

同理可得 １
（１＋ｃ）２＋

１
（１＋ｄ）２ ≥

１
１＋ｃｄ

．

又因为ａｂｃｄ＝１，所以

１
（１＋ａ）２＋

１
（１＋ｂ）２＋

１
（１＋ｃ）２＋

１
（１＋ｄ）２

≥ １
１＋ａｂ＋

１
１＋ｃｄ ≥

１
１＋ａｂ＋

１

１＋１ａｂ

＝１，

故 １
（１＋ａ）２＋

１
（１＋ｂ）２＋

１
（１＋ｃ）２＋

１
（１＋ｄ）２

≥１．

题２的题根是如下简单恒等式： １
１＋ｘ＋

ｘ
１＋ｘ

＝１，即 １
１＋ｘ＋

１

１＋１ｘ

＝１，其中ｘ≠－１且ｘ≠０．
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２．试题的联系要广

试题的背景要深刻，联系要广泛，也就是涉及的

知识点要多、知识面要宽．题１涉及了三角换元、三

角形中恒等式、三角公式、均值不等式、变形技巧、构
造法等知识，还考查了逻辑推理、直观想象、运算能

力等数学核心素养．题１既有代数形式和代数解法，

又有几何背 景 和 几 何 证 法，可 谓 背 景 深 刻，联 系 广

泛．题１的三角背景如下：

（１）在△ＡＢＣ中，ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２＋ｔａｎ

Ｂ
２ｔａｎ

Ｃ
２＋

ｔａｎＣ２ｔａｎ
Ａ
２ ＝１

；

（２）非直角△ＡＢＣ中，ｔａｎ　Ａ＋ｔａｎ　Ｂ＋ｔａｎ　Ｃ＝
ｔａｎ　Ａｔａｎ　Ｂｔａｎ　Ｃ．

上述两个三角恒等式是常见的基本结论，为大

家所熟知．以下例子也是一次成功的命题．
题３　（１９９６年全国高中数学联赛题）求实数ａ

的取值范围，使得对任意θ∈ ［０，π２
］，恒有（ｘ＋３＋

２ｓｉｎθｃｏｓθ）２＋（ｘ＋ａｓｉｎθ＋ａｃｏｓθ）２ ≥ １８．

解 　 令ｙ＝ｘ，则有

ｘ－ｙ＝０，
［ｘ－（－３－２ｓｉｎθｃｏｓθ）］２＋［ｙ－（－ａｓｉｎθ

　－ａｃｏｓθ）］２ ≥ １８

烅

烄

烆
．

所以，原问题等价于：

对θ∈［０，π２
］，若点（－３－２ｓｉｎθｃｏｓθ，－ａｓｉｎθ

－ａｃｏｓθ）到直线ｘ－ｙ＝０的距离的平方大于或等

于１
８
，求实数ａ的取值范围．

由点到直线的距离公式得

［｜（－３－２ｓｉｎθｃｏｓθ）－（－ａｓｉｎθ－ａｃｏｓθ）｜
１２＋（－１）槡 ２

］２≥ １８
，

所以｜－３－２ｓｉｎθｃｏｓθ＋ａ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）｜≥
１
２．

令ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ＝ｔ，则ｔ　＝槡２ｓｉｎ（θ＋π４
）∈［１，

槡２］，且２ｓｉｎθｃｏｓθ＝ｔ２－１，所以｜－３－（ｔ２－１）＋

ａｔ｜≥ １２
，即｜ｔ２＋２－ａｔ｜≥ １２

，所以ｔ２＋２－ａｔ≥

１
２

或ｔ２＋２－ａｔ≤－１２．

所以ａ≤ｔ２＋３２ｔ
或ａ≥ｔ２＋５２ｔ

，其中１≤ｔ≤

槡２．

所以，ａ≤槡６或ａ≥ ７２．

题３的几何背景是如下常见的距离公式：
（１）平面 内 两 点 间 的 距 离 公 式：若Ｐ（ｘ１，ｙ１），

Ｑ（ｘ２，ｙ２），则｜ＰＱ｜＝ （ｘ２－ｘ１）２＋（ｙ２－ｙ１）槡 ２；
（２）点到直线的距离公式：点Ｐ（ｘ０，ｙ０）到直线

ｌ：Ａｘ ＋ Ｂｙ ＋ Ｃ ＝ ０ 的 距 离 为 ｄ ＝
｜Ａｘ０＋Ｂｙ０＋Ｃ｜

Ａ２＋Ｂ槡 ２
．

３．试题的解法要多

试题解法要体现多样性，要有难有易，这不仅有

利于学生解题，而且会使试题更具研究价值．这样的

试题不仅会培养学生的解题兴趣和钻研精神，而且

会使题目本身更有活力和生命力．题１的两种证法

一难一易，一雅一俗，二者相互映衬，相得益彰，使试

题内涵更丰富．以下例子也能很好地诠释试题解法

的多样性．
题４　（第２０届ＩＭＯ试题）已知ａ１，ａ２，…，ａｎ 是

两两不相等的正整数，求证：对任何正整数ｎ，不 等

式
ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２ ≥

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ

成立．

证法１　 应用排序不等式．
假设ａ１，ａ２，…，ａｎ 按照数值从小到大排列为ｂ１，

ｂ２，…，ｂｎ（ｂ１≤ｂ２≤…≤ｂｎ），则ｂｋ≥ｋ（ｋ＝１，２，…，

ｎ）．

又１
１２ ≥

１
２２ ≥

… ≥ １ｋ２
，由排序不等式得


ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２ ≥

ｎ

ｋ＝１

ｂｋ
ｋ２ ≥

ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｋ２ ＝

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．

证法２　 应用权方和不等式．
因为ａ１，ａ２，…，ａｎ是两两不相等的正整数，所以


ｎ

ｋ＝１

１
ａｋ ≤

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．

由权方和不等式得


ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２ ＝

ｎ

ｋ＝１

（１
ｋ
）２

１
ａｋ

≥
（
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ
）２


ｎ

ｋ＝１

１
ａｋ

≥
（
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ
）２


ｎ

ｋ＝１

１
ｋ

＝
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．
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证法３　 应用Ａｂｅｌ变换．
因为ａ１，ａ２，…，ａｎ 是 两 两 不 相 等 的 正 整 数，设

Ａｋ ＝ａ１＋ａ２＋…＋ａｋ，Ｂｋ ＝１＋２＋…＋ｋ，则Ａｋ
≥Ｂｋ．

由Ａｂｅｌ变换，有


ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２ ＝

１
ｎ２Ａｎ＋

ｎ－１

ｋ＝１

［１
ｋ２－

１
（ｋ＋１）２

］Ａｋ

≥ １ｎ２Ｂｎ＋
ｎ－１

ｋ＝１

［１
ｋ２－

１
（ｋ＋１）２

］Ｂｋ

＝
ｎ

ｋ＝１

ｋ
ｋ２ ＝

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．

证法４　 应用柯西不等式．
因为ａ１，ａ２，…，ａｎ是两两不相等的正整数，所以


ｎ

ｋ＝１

１
ａｋ ≤

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．

由柯西等式得

（
ｎ

ｋ＝１

１
ｋ
）２ ＝ （

ｎ

ｋ＝１

ａ槡ｋ

ｋ
· １
ａ槡ｋ

）２

≤ （
ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２
）·（

ｎ

ｋ＝１

１
ａｋ
）≤ （

ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２
）·（

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ
），

所以
ｎ

ｋ＝１

ａｋ
ｋ２ ≥

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ．

以上分别 从 排 序 不 等 式、权 方 和 不 等 式、Ａｂｅｌ
变换、柯西不等式入手证明了题４，完美地诠释了竞

赛题解法的多样化，充分地展现了数学的魅力，令人

爱不释手．
三、如何应对竞赛题的难度大

从整体来说，数学竞赛题的难度较大，一般学生

望而却步，心中畏惧，不敢触碰，这种现象是正常的．
如何应对这一现状？如何通过解数学竞赛题培养学

生的数学学习兴趣和研究激情？笔者认为，教师的合

理引导是关键．
首先，教师要引导学生克服畏难的心理障碍．从

竞赛题的题 根 入 手，由 浅 入 深，使 学 生 树 立 起 自 信

心，使他们明白并坚信：只要方法得当，每个人都可

以有所收获．
其次，教师要引导学生从外形特征上把握式子

结构，从而联想到相关结论予以解题．许多竞赛题的

解法具有创意，有时需要构造，联想是尤为重要的．
如题１，由ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝１联想到 △ＡＢＣ中的恒

等式ｔａｎＡ２ｔａｎ
Ｂ
２＋ｔａｎ

Ｂ
２ｔａｎ

Ｃ
２＋ｔａｎ

Ｃ
２ｔａｎ

Ａ
２＝１．

如题３，由式子的结构特征联想到了相关的距离 公

式．这些联想往往都是解题的关键所在．

再者，教师要引导学生合作交流．自主探究是需

要的，但一个人的力量往往是有限的，教师要鼓励和

引导学生乐于交流、善于交流，如组织班内数学兴趣

小组，参加校内数学竞赛辅导等．数学竞赛题的解法

往往具有多样性，这也表明合作交流应该成为一种

重要的学习方式．以下例子是笔者一次记忆犹新的

经历，其能够很好地诠释合作交流的重要性和必要

性．
题５　（数学奥林匹克问题）已知ｘ，ｙ，ｚ为正实

数，证明：

ｘｙ
ｘ２＋ｙ２＋２ｚ２

＋ ｙｚ
２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

＋ ｚｘ
ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２

≤ ３４．

文［３］的参考答案如下：

证明 　 设ｕ＝ｘ２，ｖ＝ｙ２，ｗ＝ｚ２，则

ｘｙ
ｘ２＋ｙ２＋２ｚ２

＋ ｙｚ
２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

＋ ｚｘ
ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２

＝ ｘｙ
（ｙ２＋ｚ２）＋（ｚ２＋ｘ２）

＋ ｙｚ
（ｚ２＋ｘ２）＋（ｘ２＋ｙ２）

＋ ｚｘ
（ｘ２＋ｙ２）＋（ｙ２＋ｚ２）

≤ ｘｙ
２ （ｙ２＋ｚ２）（ｚ２＋ｘ２槡 ）

＋ ｙｚ
２ （ｚ２＋ｘ２）（ｘ２＋ｙ２槡 ）

＋ ｚｘ
２ （ｘ２＋ｙ２）（ｙ２＋ｚ２槡 ）

＝ １２
［ ｕｖ
（ｖ＋ｗ）（ｗ＋ｕ槡 ）＋

ｖｗ
（ｗ＋ｕ）（ｕ＋ｖ槡 ）

＋ ｗｕ
（ｕ＋ｖ）（ｖ＋ｗ槡 ）］． ①

设ａ＝ｖ＋ｗ，ｂ＝ｗ＋ｕ，ｃ＝ｕ＋ｖ，则ａ＋ｂ－
ｃ＝２ｗ＞０，ｂ＋ｃ－ａ＝２ｕ＞０，ｃ＋ａ－ｂ＝２ｖ＞
０，因此，以ａ，ｂ，ｃ为三边的边长，可以构成一个三角

形，设为 △ＡＢＣ．

又设ｐ＝ １２
（ａ＋ｂ＋ｃ），则ｕ＝ｐ－ａ，ｖ＝ｐ－

ｂ，ｗ＝ｐ－ｃ，故

式 ①＝
（ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）槡 ａｂ ＋

（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）槡 ｂｃ

＋
（ｐ－ｃ）（ｐ－ａ）槡 ｃａ ． ②
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由半角公式和余弦定理可得：

ｓｉｎＡ２ ＝
（ｐ－ｂ）（ｐ－ｃ）槡 ｂｃ

，

ｓｉｎＢ２ ＝
（ｐ－ｃ）（ｐ－ａ）槡 ｃａ

，

ｓｉｎＣ２ ＝
（ｐ－ａ）（ｐ－ｂ）槡 ａｂ ．

又由琴生不等式可得

ｓｉｎＡ２＋ｓｉｎ
Ｂ
２＋ｓｉｎ

Ｃ
２

≤３ｓｉｎ

Ａ
２＋

Ｂ
２＋

Ｃ
２

３ ＝ ３２．

故式 ② ＝ １２
（ｓｉｎＡ２＋ｓｉｎ

Ｂ
２＋ｓｉｎ

Ｃ
２
）≤ ３４．

从而，原不等式成立．
上述证法技巧性强，难度大，学生多感到力不从

心．笔者将此题留作课后作业，要求学生以分组的形

式展开合作交流．以下是学生交流后提供的一种简

捷证法．
证明 　 设ｕ＝ｘ２，ｖ＝ｙ２，ｗ＝ｚ２，则

ｘｙ
ｘ２＋ｙ２＋２ｚ２

＋ ｙｚ
２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

＋ ｚｘ
ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２

＝ 槡ｕｖ
（ｕ＋ｗ）＋（ｖ＋ｗ）＋

槡ｖｗ
（ｕ＋ｖ）＋（ｕ＋ｗ）＋

槡ｕｗ
（ｕ＋ｖ）＋（ｖ＋ｗ）

≤ 槡ｕｖ
２ （ｕ＋ｗ）（ｖ＋ｗ槡 ）

＋ 槡ｖｗ
２ （ｕ＋ｖ）（ｕ＋ｗ槡 ）

＋ 槡ｕｗ
２ （ｕ＋ｖ）（ｖ＋ｗ槡 ）

＝ １
２
（ ｕ
ｕ＋ｗ

· ｖ
ｖ＋槡 ｗ ＋

ｖ
ｕ＋ｖ

· ｗ
ｗ＋槡 ｕ ＋

ｕ
ｕ＋ｖ

· ｗ
ｖ　＋槡 ｗ

）

≤１２
［１
２
（ ｕ
ｕ＋ｗ＋

ｖ
ｖ＋ｗ

）＋１２
（ｖ
ｕ＋ｖ＋

ｗ
ｗ＋ｕ

）

＋１２
（ｕ
ｕ＋ｖ＋

ｗ
ｖ＋ｗ

）］

＝ ３４
，

所 以 ｘｙ
ｘ２＋ｙ２＋２ｚ２

＋ ｙｚ
２ｘ２＋ｙ２＋ｚ２

＋

ｚｘ
ｘ２＋２ｙ２＋ｚ２ ≤

３
４．

两种证法对比，第二种证法自然简捷，易于理解

和接受，优势明显．可见，合作交流往往会碰撞出集

体智慧的火花，从而实现学生共同提高，同时，作为

学生成长的引路人和见证者的教师也得以提升，真

正实现了教学相长．

参考文献：
［１］张垚，沈文选，冷岗松编 著．奥 林 匹 克 数 学 中 的

真题 分 析［Ｍ］．长 沙：湖 南 师 范 大 学 出 版 社，

２０１４年１２月．
［２］金蒙伟，李胜宏主编．从自主招生到竞赛·高中

数学（上 册）［Ｍ］．杭 州：浙 江 大 学 出 版 社，２０１４
年１月．

［３］数学奥林匹克问题（上期问题解答）［Ｊ］．中等数

学，２０１５（１）．

（收稿日期：２０１８－１０－２０）

（上接第３页）
有效引领．

最后，一定要让学生感悟到代数形式中蕴藏着

轨迹，认真体会数和形的对应，而不是机械记忆隐圆

的各种代数形式，否则有重新坠入新的无意义学习

的渊薮．教师只有揭示了这一点，这节课才能升华境

界，超越常伦．

参考文献：
［１］罗增儒．中学数学课例分析［Ｍ］．西 安：陕 西 师

范大学出版社，２００３年２月．
［２］张俊．发 现 隐 圆 突 破 解 题 壁 垒［Ｊ］．数 学 教 学，

２０１５（７）．

（收稿日期：２０１８－１２－１８）
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２０１７年湖北高中数学预赛第７题的类似

杨 志 明
（广东省广雅中学，５１０１６０）

　　２０１７年湖北高中数学预赛第７题是：
题１　已知正实数ａ，ｂ满足ａｂ（ａ＋ｂ）＝４，则２ａ

＋ｂ的最小值为 ．
文［１］给出 了 四 种 解 法，文［２］给 出 了 六 种 解

法，今再给出一种平衡系数法．
解 　 设ｘ为待定系数，且０＜ｘ＜１，则
２ａ＋ｂ＝ｘ（ａ＋ｂ）＋（２－ｘ）ａ＋（１－ｘ）ｂ

≥３
３
ｘ（２－ｘ）（１－ｘ）ａｂ（ａ＋ｂ槡 ）

＝３
３
４ｘ（２－ｘ）（１－ｘ槡 ），

当且仅当ｘ（ａ＋ｂ）＝（２－ｘ）ａ＝（１－ｘ）ｂ＝ｔ

时取等号．即ａ＝ ｔ
２－ｘ

，ｂ＝ ｔ
１－ｘ

，ａ＋ｂ＝ ｔｘ
，故

１
２－ｘ＋

１
１－ｘ＝

１
ｘ
，即

ｘ（１－ｘ）＋ｘ（２－ｘ）＝ （２－ｘ）（１－ｘ），

解得ｘ＝１　－槡３３ 或ｘ＝１　＋槡３３
（舍）．

当ｘ＝１　－槡３３ 时，

２ａ＋ｂ＝ （１　－槡３３
）（ａ＋ｂ）＋（１　＋槡３３

）ａ＋槡３３ｂ

≥３
３

（１　－槡３３
）·（１　＋槡３３

）·槡３
３ａｂ

（ａ＋ｂ槡 ）

＝ 槡２　３．
此法的优点是，只引进一个待定参数，借助均值

不等式，将问题转化为解一元方程问题．而且，借助

此法，能够将本题的变量增加到三元、四元、五元甚

至更高元．
类似题１　 已知ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ＋，且ａｂｃ（ａ＋ｂ＋ｃ）

＝１，求３ａ＋２ｂ＋ｃ的最小值．
解 　 设ｘ为待定系数，且０＜ｘ＜１，则
３ａ＋２ｂ＋ｃ
＝ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ）＋（３－ｘ）ａ＋（２－ｘ）ｂ＋（１－
ｘ）ｃ

≥４
４
ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ）·（３－ｘ）ａ·（２－ｘ）ｂ·（１－ｘ）槡 ｃ

＝４
４
ｘ（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ）·ａｂｃ（ａ＋ｂ＋ｃ槡 ）

＝４
４
ｘ（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ），

当且仅当ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ）＝ （３－ｘ）ａ＝ （２－ｘ）ｂ
＝ （１－ｘ）ｃ＝ｔ时取等号．

即ａ＝ ｔ
３－ｘ

，ｂ＝ ｔ
２－ｘ

，ｃ＝ ｔ
１－ｘ

，ａ＋ｂ＋ｃ＝

ｔ
ｘ
，故 １
３－ｘ＋

１
２－ｘ＋

１
１－ｘ＝

１
ｘ
，即２ｘ３－９ｘ２＋

１１ｘ－３＝０，整理得（２ｘ－３）（ｘ２－３ｘ＋１）＝０，注
意到０＜ｘ＜１，则２ｘ－３≠０，从而ｘ２－３ｘ＋１＝

０，解得ｘ＝３　－槡５２ 或ｘ＝３　＋槡５２
（舍）．

当ｘ＝３　－槡５２ 时，４
４
ｘ（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ）

＝４，此时

ａｂｃ（ａ＋ｂ＋ｃ）＝ ｔ４
ｘ（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ）

＝ｔ
４

１ ＝１
，

即ｔ＝１，此 时，ａ＝３　－槡５２
，ｂ　＝ 槡５－１２

，ｃ　＝

槡５＋１
２ ．

因此，３ａ＋２ｂ＋ｃ的最小值是４．
类 似题２　已知ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈Ｒ＋，且ａｂｃｄ（ａ＋ｂ＋

ｃ＋ｄ）＝１，求４ａ＋３ｂ＋２ｃ＋ｄ的最小值．
解 　 设ｘ为待定系数，且０＜ｘ＜１，则
４ａ＋３ｂ＋２ｃ＋ｄ
＝ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）＋（４－ｘ）ａ＋（３－ｘ）ｂ＋（２
－ｘ）ｃ＋（１－ｘ）ｄ

≥５　５ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）·（４－ｘ）ａ·（３－ｘ）ｂ·（２－ｘ）ｃ·（１－ｘ）槡 ｄ

＝５
５
ｘ（４－ｘ）（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ）·ａｂｃｄ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ槡 ）

＝５
５
ｘ（４－ｘ）（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ），

当且仅当ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）＝（４－ｘ）ａ＝（３－
ｘ）ｂ＝ （２－ｘ）ｃ＝ （１－ｘ）ｄ＝ｔ时取等号．

即ａ＝ ｔ
４－ｘ

，ｂ＝ ｔ
３－ｘ

，ｃ＝ ｔ
２－ｘ

，ｄ＝ ｔ
１－ｘ

，

ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＝ｔｘ
，故 １
４－ｘ＋

１
３－ｘ＋

１
２－ｘ＋

１
１－ｘ
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＝ １ｘ
，即５ｘ４－４０ｘ３＋１０５ｘ２－１００ｘ＋２４＝０．

令ｘ＝ｙ＋２，则５（ｙ＋２）４－４０（ｙ＋２）３＋１０５（ｙ
＋２）２－１００（ｙ＋２）＋２４＝０，即５ｙ４－１５ｙ２＋４＝

０，解得ｙ２ ＝１５＋ 槡１４５１０
或ｙ２ ＝１５　－ 槡１４５１０ ．

又０＜ｘ＜１，ｘ＝ｙ＋２，则－２＜ｙ＜－１，１＜

ｙ２ ＜４．而ｙ２ ＝１５　－ 槡１４５１０ ＜１，故应舍去．

由ｙ２＝１５　＋槡１４５１０
，得ｙ＝－ １５０＋ 槡槡 １０　１４５

１０

（ｙ＝ １５０＋ 槡槡 １０　１４５
１０

舍去）．

故ｘ＝２－ １５０＋ 槡槡 １０　１４５
１０ ．

５
５
ｘ（４－ｘ）（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ）

＝５
５
ｙ（２＋ｙ）（２－ｙ）（１－ｙ）（１－ｙ槡 ）

＝５
５
ｙ（４－ｙ２）（１－ｙ２槡 ）．

因 此，４ａ ＋ ３ｂ ＋ ２ｃ ＋ ｄ 的 最 小 值 是

５
５
ｙ（４－ｙ２）（１－ｙ２槡 ），其中ｙ＝－ １５０＋ 槡槡 １０　１４５

１０ ．

类似题３　已知ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ∈Ｒ＋，且ａｂｃｄｅ（ａ＋
ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ）＝１，求５ａ＋４ｂ＋３ｃ＋２ｄ＋ｅ的最小

值．
解 　 设ｘ为待定系数，且０＜ｘ＜１，则
５ａ＋４ｂ＋３ｃ＋２ｄ＋ｅ
＝ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ）＋（５－ｘ）ａ＋（４－ｘ）ｂ
　＋（３－ｘ）ｃ＋（２－ｘ）ｄ＋（１－ｘ）ｅ
≥６·

６ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ）·（５－ｘ）ａ·（４－ｘ）ｂ·（３－ｘ）ｃ·（２－ｘ）ｄ·（１－ｘ）槡 ｅ

＝６
６
ｘ（５－ｘ）（４－ｘ）（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ），

当且仅当ｘ（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ）＝（５－ｘ）ａ＝（４
－ｘ）ｂ＝（３－ｘ）ｃ＝（２－ｘ）ｄ＝（１－ｘ）ｅ＝ｔ时取

等号．

即ａ＝ ｔ
５－ｘ

，ｂ＝ ｔ
４－ｘ

，ｃ＝ ｔ
３－ｘ

，ｄ＝ ｔ
２－ｘ

，

ｅ＝ ｔ
１－ｘ

，ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ ｔｘ
，故

１
５－ｘ＋

１
４－ｘ＋

１
３－ｘ＋

１
２－ｘ＋

１
１－ｘ＝

１
ｘ
，

６ｘ５－７５ｘ４＋３４０ｘ３－６７５ｘ２＋５４８ｘ－１２０＝０，
（２ｘ－５）（３ｘ４－３０ｘ３＋９５ｘ２－１００ｘ＋２４）＝０，

注意到０＜ｘ＜１，故ｘ≠ ５２
，故

３ｘ４－３０ｘ３＋９５ｘ２－１００ｘ＋２４＝０．

令ｘ＝ｙ＋５２
，则３（ｙ＋５２

）４－３０（ｙ＋５２
）３＋

９５（ｙ＋５２
）２－１００（ｙ＋５２

）＋２４＝０，即４８ｙ４－２８０ｙ２

＋２５９＝０，解得ｙ２＝３５　＋ 槡８　７
１２

，或ｙ２＝３５　－ 槡８　７
１２ ．

又０＜ｘ＜１，ｘ＝ｙ＋５２
，则－５２＜ｙ＜－

３
２
，

９
４ ＜ｙ

２ ＜２５４．
而ｙ２ ＝３５　－ 槡８　７

１２ ＜２，故应舍去．

由ｙ２＝３５　＋ 槡８　７
１２

，得ｙ＝－ １０５＋ 槡槡 ２４　７
１０

（ｙ＝

１０５＋ 槡槡 ２４　７
１０

舍去）．

故ｘ＝ ５２－
１０５＋ 槡槡 ２４　７
１０ ．

６
６
ｘ（５－ｘ）（４－ｘ）（３－ｘ）（２－ｘ）（１－ｘ槡 ）

＝６
６
（５
２ ＋ｙ

）（５
２ －ｙ

）（３
２ －ｙ

）（－ ３２ －ｙ
）（１
２ －ｙ

）（－ １２ －ｙ槡 ）

＝６
６

（２５
４－ｙ

２）（ｙ２－９４
）（ｙ２－１４槡 ）．

因 此，５ａ＋４ｂ＋３ｃ＋２ｄ＋ｅ 的 最 小 值 是

６
６

（２５
４－ｙ

２）（ｙ２－９４
）（ｙ２－１４槡 ），

其中ｙ＝－ １０５＋ 槡槡 ２４　７
１０ ．

有兴趣的读者，还可以进一步将变量的个数拓

展到六元甚至更高元．

参考文献：
［１］徐胜林．解 析２０１７年 湖 北 省 预 赛 试 题 第７题

［Ｊ］．数学通讯（下半月），２０１７（６）．
［２］邹生书，邢宏大．一道最小值预赛题求解的两种

思路六解法［Ｊ］．数学通讯（上半月），２０１７（８）．

（收稿日期：２０１９－１２－１５）



关于举办２０１９年数学奥林匹克教练员等级证书培训班的通知

为了帮助广大中学数学奥林匹克教练员拓宽知识面，提升数学资优生教育和竞赛培训水平，今年继续举办数

学奥林匹克等级教练员培训班，有关事宜通知如下。
一、培训对象：中学数学教师（限额１５０名）。
二、培训时间：定于２０１９年７月３日报到，７月４日至７月９日培训。
三、培训地点：湖北省武汉市华中师范大学数学与统计学学院（武昌珞喻路１５２号）。
四、证书发放：本期培训结束后，经考核合格将颁发“中国数学奥林匹克二级教练员证书”（该证书由湖北省数

学竞赛组织委员会印制，加盖湖北省数学竞赛组织委员会公章）。
五、培训费用：２５８０元／人。食宿自理（请参训老师自行提前预定酒店住宿）。
六、报名办法：２０１９年６月１５日前将电子版报名表（可到华中师范大学培训中心（职业与继续教育学院）：ｈｔ－

ｔｐ：／／ｚｊｙ．ｃｃｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ／及《数学通讯》网站：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｈｕｘｕｅｔｏｎｇｘｕｎ．ｃｏｍ下载）发送到联系人邮箱。以邮件发

出时间为序，先到先报，满额截止，确定后发正式通知。
七、联系方式：
刘　淳（电话：１３９７１５３３１２２；０２７－６７８６７３４７；Ｅ－ｍａｉｌ：ｌｉｕｃｈｕｎ＠ｍａｉｌ．ｃｃｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）
余世桂（电话：１５３８７１５８９０２；０２７－６７８６７５４５；Ｅ－ｍａｉｌ：ｙｕｓｇ＠ｍａｉｌ．ｃｃｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）
联系地址：湖北省武汉市华中师范大学培训中心 邮政编码：４３００７９

主办单位：华中师范大学培训中心

协办单位：华中师范大学数学竞赛与数学普及研究所

开展第十九届高中生数学论文竞赛的公告

２００１年至今，我刊已开展了十八届高中生数学论文竞赛，得到了广大中学师生的广泛关注，参赛论文中不乏优秀

之作，部分获奖论文已在我刊“学生论坛”栏目刊出。为了反映学生的学习成果，鼓励学生的创新意识，支持中学生数学

论文写作这一活动，我刊今年继续开展第十九届高中生数学论文竞赛，具体事项安排如下。
１．选题范围

（１）学习心得　围绕高中数学教材中某一节、某 一 课 或 者 某 一 题 谈 谈 自 己 的 学 习 体 会，用 具 体 的 素 材 反 映 自

己在学习过程中的心路历程。
（２）研究成果　以教材中的知识点为基础，通过类比、推广、想象等思维活动得到的“源于课本而又高于课本”

的“新成果”。
（３）数学应用　用所掌握的数学知识解决现实生活中的实际问题，文章要有现实背景材料、具体数据、数学模

型、解答过程和实际结果。
（４）问题争鸣　对一个问题与众不同的理解，对一道试题与众不同的解法，对某些知识的争鸣与辨析等。
２．写作要求

（１）基本要求　主题明确，重点突出，内容精炼（以不超过３０００字为宜），表达准确流畅。
（２）读者定位　文章要有新意，所涉及的知识和方法不超过高考和高中竞赛的要求，适合高中生阅读。
（３）鼓励导向　欢迎不落俗套的短文，以培养创新意识为宗旨，鼓励内容和表达方式方面的创新。
３．有关规定

（１）参赛论文可以是手写稿，也可以是打印稿，要求字迹工整，图形正确。
（２）请在论文首页注明以下基本情况：姓名，学校，年级，邮政编码，指导老师，联系电话。
（３）参赛论 文 务 必 于２０１９年１１月２０日 前 发 送 到 电 子 邮 箱：ｓｈｘｔｘｘｕｅｓｈ＠１６３．ｃｏｍ，或 通 过 邮 局 邮 寄 到

“４３００７９，湖北武汉华中师范大学《数学通讯》编辑部”，并在信封上注明“高中生论文竞赛”字样。
４．评奖事宜

本次数学论文竞赛由本刊相关编委组成评委会，评出特等奖３～８名，一等奖３０～６０名，二等奖若干名，获奖

名单将在本刊和本刊网站公布，部分优秀获奖论文将安排在本刊刊出。向获奖者颁发获奖证书，向指导教师颁发

优秀指导教师证书，领取证书时将适当收取工本费和邮寄费用。

《数学通讯》编辑部
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