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高中数学“对应”大概念的内容贯通与方法论研究
虞涛时杰

（上海市建平中学，上海200135)

摘要函数作为贯穿高中数学课程的主线之一，本质是“对应”的大概念。教师对“对应”的大概念在高中数学内容中
贯穿的方式缺少深入的理解，一定程度上不利于对数学整体性的认识和学科核心素养的落实“对应”的大概念在当前高中

数学课程内容中的贯穿表现为“对应”的发生、内涵、表达、建立和发展.教师要把“对应是一种方法论”作为中学数学学习的

一个核心定位。
关键词同函数；对应；大概念；方法论

我国的基础教育课程改革已经进入了核心素养时

代，培养和发展学生的数学学科核心素养成为基础数

学教育的根本目标.为了实现这一目标，需要整体把握

数学课程，打破传统的以知识点为中心的、低效的碎片

化教学，构建数学知识之间的逻辑结构，开展单元教学。

大概念(bigidea)因其所具有的概括性、统摄性、迁移性

等特点，被认为是落实数学学科核心素养的重要途径.

从学科本质的角度来看，大概念指向学科具体知识背

后本质的内容；从课程内容的角度来看，大概念贯穿了

整个课程或课程的主要部分.德国数学家克莱因认为

“函数概念，应该成为数学教育的灵魂.以函数概念为

中心，将全部数学教材集中在它周围，进行充分地综

合”新课标指出，函数应作为贯穿高中数学课程的主线

之一,其本质是“对应”"因此文章基于现行的七种普
通高中数学新教材，包括人民教育出版社A版、人民教

育出版社B版、江苏凤凰教育出版社、湖南教育出版社、

北京师范大学出版社、湖北教育出版社、上海教育出版

社（以下依次对应简称“教材1一教材7”)分析“对应”大

概念在高中数学课程内容中的贯通方式，以揭示“对

应”大概念下系统学习和理解数学的方式.

一、“对应”的发生

各版教材无一例外均采用了“集合对应说”的观点

定义函数概念，但“对应关系”的发生主要分为两种方

式，一是基于数学内部的抽象，二是基于客观现实的抽
象.教材7是第一种方式的代表.它通过正比例函数y=
2x和对数函数y=log3x这两个数学例子说明“都出现

了两个处于变化之中的量，其中一个量之值随另一个

量之值的确定而按一定的对应关系唯一确定，从而随

着另一个量在一定范围内的变化而相应地发生变化”

这是一个从理性具体上升到理性一般的思维过程，从

而把握了这两个具体研究对象的本质特征是对应.教

材1是第二种方式的代表.它在函数概念的引人部分首

先指出：“在初中我们已经接触过函数的概念，知道函

数是刻画变量之间对应关系的数学模型和工具.”继而

给出了四个客观现实中的例子.通过归纳实例的共同

特征发现“都包含两个非空数集,用A,B来表示；都有一

个对应关系；尽管对应关系的表示方法不同，但它们都
有如下特性：“对于数集A中的任意一个数x，按照对应

关系，在数集B中都有唯一确定的数y和它对应"这是

一个从感性具体上升到理性具体最后上升到理性一般

的思维过程，揭示了两个变量之间的对应关系.无论是

基于数学内部的抽象还是基于客观现实的抽象，最终

都使得研究对象摆脱了对物理背景的依赖，达到抽象

的极致，“对应”由此发生：

从“对应大概念看，函数概念包括三部分：对应的

对象、范围和方向“集合对应说”下的函数概念，将变量

的取值范围用集合表示，将解析式、图像、表格描述为

对应关系，为了表示方便，引进符号f统一表示对应的

过程中，指定了对应的对象是x，对应的范围是x构成的

集合，即定义域，对应的结果是f(x),即y,y所构成的集

合即值域，对应的方向是x→y,方向唯一，以此确定
对应属性，

二、“对应”的内涵

虽然各版教材的函数定义中均出现了“对应”，但
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究竟什么是“对应”，却没有教材定义过.不妨选择教材

7中函数定义：“设D是一个非空的实数集，如果按照某

种对应关系f,使对集合D中的任意给定的x,都有唯一

的实数y与之对应，就称这个对应关系f为集合D上的

一个函数，记作y=f(x)xED"仔细体会，不难发现教
材7是将两个集合间元素的“对应关系”定义为函数，换
言之，函数的本质是“对应”，而“对应”的本质则是“关

系”从语义上理解，“关系”是事物间的客观联系,有的

明晰，有的模糊，具有高度的概括性，不可强加，[2]
从数学上理解，数学中对“关系”的定义是：设X,和X,都
是集合，称集合X,×X=有序偶(x,y)lxXi,yEX,)

为X,与X,的笛卡儿积.集合X上的一个关系R是X×X
的一个子集，当(x12)eR时，说x,与x2具有关系R,记
作x,Rx2.[3]利用“关系"概念，可以给出函数的“关系说”
定义：设f是实数集合X与实数集合Y的关系，即

fCX×Y，如果还满足（xiyi)ef,（x2,y2)ef，则

yi=y2,那么称f是集合X到集合Y的函数“关系说"用
集合定义“关系”，用“关系”定义函数，将函数概念彻底

数学化，真正揭示数学学科中“对应”的本质是一种特

殊的“关系”，而函数则是集合间的一种“对应关系”.用

“关系说”定义函数概念虽然更严谨、科学，但是这种定

义过于形式化，丧失了函数关系中变量的运动变化特

征，不符合学生的认知水平，故各版教材没有给出“关

系说”而是采用“对应说”既揭示函数概念本质，又符
合学生认知，

三、“对应”的表达

数学概念大体上由内涵与外延所构成，“对应”的

内涵是一种“关系”，那么“对应”的外延又是什么？一

方面，各版教材皆由诸多具体的研究对象来表达“对

应”.教材中出现的基本初等函数的解析式与图像、表

格、分段函数等函数表示方法一道，都是“对应”的具象

存在.另一方面，用“对应说”定义函数，主要关注对应

的结果，而非过程.教材1在函数的基本性质部分指出

“函数y=f(x)(αEA)描述了客观世界变量之间的一种
对应关系，可以通过研究函数的变化规律来把握客观

世界中事物的变化规律”“变化中的不变性就是性质，

变化中的规律性也是性质”.这表明函数性质就是“对

应”的抽象存在.教材2引入奇偶性时指出“当自变量取
互为相反数的两个值x和一x时，对应的函数值相等”教

材6引人单调性时提问：“x的值逐渐增大时，与它相应

的的值如何变化？类似地，最值就是研究自变量变化

时，其对应的因变量是否达到最大（小）值；周期性就是

研究自变量每次变化一个固定值，其对应的因变量取

值是否不变；零点就是研究是否存在自变量取值对应

因变量为零.除了利用函数的性质表达“对应”的抽象

存在，还可以通过调换对应的方向，研究对应关系是否

成立，例如，教材3反函数定义中指出“对任意一个

yEB,都有唯一的xEA与之对应";通过对应关系的运
算构建新的对应关系，就是函数的运算；通过多次对应

形成新的对应关系，就是复合函数.无论何种方式表达

“对应”，最终都形成一个包括自变量与因变量以及两

个变量之间的对应关系的抽象结构.

四、“对应”的建立

通过函数学习，学生基本能够体会到线性函数、指

数函数和对数函数分别可以用来刻画“直线上升”“指

数爆炸”和“对数增长”等现实生活中的运动变化现象。

三角函数是刻画周期现象的重要模型.但与多项式函

数、幂函数、指数函数和对数函数等不同，三角函数不

以“代数运算”为媒介，而是几何量（角与有向线段之

间的直接对应，不是通过对α进行代数运算得到函数

值.[4]三角函数本质是自变量与因变量之间的周期性对
应关系，这种对应关系并不是直接给出的，而是通过多

环节的对应建立起来的.在三角函数中“对应”起到建

立知识体系的作用.首先是引人弧度制，如教材1指出：

“角的概念推广后，在弧度制下，角的集合与实数集R之

间建立起一一对应的关系”然后将角置于直角坐标系
中，建立角与有向线段比值的对应，教材4指出：“对于

每一个确定的角α,都分别有唯一确定的比值兰和与

之对应，故正弦和余弦都是角α的函数."继而在单位圆

中建立角与单位圆上点的坐标的对应，教材7指出：“任

意一个角α对应于单位圆上一点P；反之，单位圆上一

点P可对应无穷多个角"最终实现实数与三角比的对

应.三角函数的周期性对应关系是通过对应的方法建

立的，从这个意义上讲，对应既是数学学科所研究的一

种关系，也是建立数学学科知识体系的一种方法。

五、“对应”的发展

(一）在复数中的发展

“对应”萌芽于两个变量之间的函数关系，而在代

数学中进一步发展，主要体现在复数中的“对应”将复

数看成一个二元数，那么复数的代数形式α+

bi(a、b E R)就与有序实数对(a,b)一一对应,而有序实

数对(a,b)与平面直角坐标系中的点Z(a,b)一一对应,
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点Z(a,b)又对应于平面向量2 =(a,b),因此教材 1
在引人复数的几何意义时指出：“复数集与平面直角坐

标系中的点集之间可以建立一一对应关系”“复数集中

的数与复平面内以原点为起点的向量建立了一一对应

关系."关于复数的三角形式，教材3指出：“每一个非零
的复数z=α+bi都有唯一确定的模与辐角主值;反过

来，复数的模与辐角主值可以唯一确定这个复数.”这暗

示复数的三角形式建立了复数与另一种有序实数对

(r,0)的一一对应.复数中的对应建立了复数与向量、三
角函数之间的关系.基于这些对应关系，在处理复数问

题时的视角就是多元的，其一是实数域中的“二元数”

视角，也就是将复数问题转化为实数问题研究，关注复

数的实部与虚部；其二是复平面中的“点”视角，用运动

变化的眼光看待复数，用点的“轨迹”刻画复数的变化

特征；其三是直角坐标系中的“向量”视角，复数与向量

的线性运算完全一致，复数运算的几何意义可以通过

向量凸显出来，

(二）在平面解析几何中的发展

解析几何作为几何学与代数学交融的典范，可以

看成是“对应”的另一种发展.教材2和教材4在引人

“曲线方程”核心概念时的表述都是：“在平面直角坐标

系中,如果曲线C上的点与一个二元方程f（x,y）=0的

实数解建立了如下关系”虽然两版教材都没有明
确指出是什么关系，但是教材2中提到“如果曲线C的

方程是F（x,y）=0,且P(x,y)是平面直角坐标系中的任

意一点，则P(x,y)eC台F(x,y）=0."这暗示曲线上点

的坐标与方程的解就是一种对应关系，这种对应关系

带来的结果不仅仅是创造了一个研究几何的新方法

一坐标法，更重要的是实现了对几何图形空间形式

和数量关系的量化表达，同时曲线是由静态的点组成

的集合也转变为动态的点的轨迹，观念上由静态转入

动态，由常量转人变量.值得注意的是，教材7在平面解

析几何内容中特意加人了参数方程和极坐标方程.在

定义参数方程时，它指出：“如果对于t的每一个允许

值，由上述方程组所确定的点P(x,y)都在曲线C上；反

之,对于曲线C上任意一点的坐标，都存在t的某个允许

值使得上述方程组成立….”这表明参数方程是通过

参数t间接建立了曲线上点的坐标与方程的解的对应

关系.在极坐标方程内容中，则直接强调了“尽管在极

坐标系中点的坐标不唯一，但是在极坐标系中,除了极

点外，平面上的所有点所成的集合和实数对集合

((p,0)p>0,0≤0<2)是一一对应的”,可见，“对应"概

念不仅在普通方程中存在，在参数方程和极坐标方程

中也存在.平面解析几何集成了几何、代数、函数等众

多领域.从对应概念看，曲线与方程的联系和函数解析

式与函数图像的联系有相似性，又有差异性.相似性表

现在曲线方程和函数解析式都建立了几何点集与方程

解集之间的对应关系，差异性表现在函数着重研究自

变量和因变量在某种运算关系下的对应，而曲线与方

程的出发点是在几何图形的代数表示下成对变量与点

的对应,并且，函数中两个变量的对应有次序性，一定

是由自变量x确定因变量y,反之未必是函数,即使是函

数，一般也不是同一个函数，而曲线方程中两个变量地

位均等，只关心哪个数组满足方程5]教材2对此特意
作了说明：“有些函数的解析式可以看成一种特殊的方

程，此时，解析式与函数图像之间的关系，实际上是方
程与曲线的关系…不过曲线的方程并不一定是函

数”

（三）在概率统计中的发展

“对应”大概念在概率统计中的发展，将确定性数

学工具引人到对随机性数学问题的研究.随机变量是

概率论的核心内容，以随机变量及其分布为抓手，分析

“对应”大概念在概率统计中的体现主要包含两部分：

其一，定义随机变量，建立样本空间与实数集的对应.

教材7对随机变量的定义是：“以样本空间作为定义域

的一个函数X称作一个随机变量，即对样本空间^中任

意给定的元素,都有唯一的实数X()与之对应."其

他各版中随机变量的定义也都指出了样本点の与实数

X（の)之间的对应关系，教材3在边框中更是特意表明：

“随机变量就是建立在到R的单值对应，样本空间Q

相当于函数的定义域，不同的是未必是数集由此可
见，随机变量建立了样本空间与实数集的对应关系，从

而使得随机试验的样本点数量化，完成了对随机事件

的数学刻画.其二，引人随机变量的分布函数，建立随

机变量的取值与相应样本空间随机事件的概率的对应.

各版教材对此没有作出明确的说明，只有教材7指出：
“随机变量所有可能的取值以及相应的概率，称为随机

变量的分布."暗示随机变量取值与概率之间的对应关
系.我们以重要的概率模型一一二项分布具体解释随
机变量蕴含的“对应”大概念，“n次独立的伯努利试验
的实验结果”一→“实验结果中事件A出现的次数K"→“事

件A出现次数的概率P(X=k)=ChP*(1-P)"-k”,从
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而得到二项分布这一刻画n次独立的伯努利试验的函

数，进而围绕二项分布建立均值、方差等概念，并运用

它们研究、解决n次独立的伯努利试验的各种问题.因

此，随机变量及其分布本质是“对应”，“对应”大概念使

得概率统计可以与函数、几何、代数等建立联系，还可

以利用函数这一确定性数学工具处理概率统计问题.

六、“对应”的方法论

“对应是个如此自然而又使用广泛的概念，是人

类理性思考活动常用的方法.人们利用对应来建立事

物间的联系，“对应”概念在数学学科内部的运用增强

了人们对数学学科的整体性认识.中学数学学科中的

“对应”概念依附于众多的数学知识，它的价值首先在

于要素化，从数量和图形等方面把握研究对象的组成

要素，得到数学的基本概念，包括数学研究对象的定

义、刻画研究对象关系的术语和运算的方法.其次是关

系化，与研究对象组成要素的存在性相比,研究对象要

素之间的关系更为本质，“对应”概念在于揭示要素之

间的对应关系.从前文的分析来看，中学数学主要是将

研究对象与实数集建立对应关系，从而可以量化研究

事物的数量关系与空间形式.最后是符号化，符号是知

识生成和不断增长的中介，简约的符号承载着深刻的

数学思想，中学数学中的“对应”概念用集合论的符号

和术语描述研究对象，带来分析、表达和处理上的便捷，

“对应”也是数学抽象的一种方式.数学从本质上

来说是研究“关系”,用“对应”将事物之间的联系抽象

成集合与集合之间的对应关系是中学数学的重要任

务，在此过程中帮助学生学会数学地看待世界，发现和

提出问题、分析问题和解决问题，学会数学地思考，则

是“对应”所发挥的育人价值.中学数学中的“对应”伴

随着函数概念的数学抽象水平不断加深而生成.史宁

中教授认为数学抽象的过程可以分为简约阶段、符号

阶段、普适阶段等三个阶段，其中简约阶段主要是把握

事物关于数量或者图形的本质，把复杂问题简单化，给

予清晰表达；符号阶段主要是去掉具体内容，利用符号

和关系术语，表述已经简约化的事物；普适阶段主要是

通过假设和推理，建立法则、模式和模型，在一般意义

上描述一列事物的特征或规律，[6]函数观点下“对应的
生成也经历了如上的三个阶段.在初中，学生通过对客
观世界运动变化现象的观察，从“变量间的依赖关系”

抽象出了函数的“变量说”，可以认为这是“对应”生成
的简约阶段，简化了复杂的现实问题，把握了变化过程
中两个变量的相依关系，自然、形象而且直观“变量说”

下的函数概念中，变量之间依托具体背景多半大致已

经“天然地”建立了“对应关系”，但却没能突出函数的
本质属性，因此，高中阶段的函数概念进人了“对应”生

成的符号阶段，并辐射渗透到其他数学知识中.至于

“对应”生成的普适阶段则要待到高等数学中基于序偶

定义及二元关系定义的函数“关系说”，才最终将函数

概念建立在集合论的基础之上。

站在更高的角度来看“对应”概念，其实是一种方

法论.教师要把“对应是一种方法论”作为中学数学学

习的一个核心定位。

“对应”的观念贯穿了整个高中数学必修和选择性

必修课程的主要内容，但是教师要从中借鉴的不是“对

应所带来的数学结果性知识，而是“对应”的方法.如

果说“函数”“解析几何”“向量”等数学知识是“对应”的

载体，那它们只能被称为“数学”，而“对应”概念则可以

被称为“一般数学”“一般数学”和“数学”不同，二者的

关系就好比“工具”和“通过工具获得的成果”“对应”概

念打破了数学学科具体研究对象的限制，将数学的研

究对象统统归结为事物之间的某种对应关系，也就归

纳出了数学知识的研究共性，它是关于数学本质的认

识和数学演进的理解，这使得“对应”的系统性、抽象性

和应用性都远远超越了它所依附的数学知识，成为一

种发现和研究真理的普适性方法.
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