第5讲 几类概率统计问题
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     2024年高考新高考Ⅰ卷考查了与排列组合综合的古典概型问题，这也是高考常考点
 之一．同时在多选题中考查了正态分布及其应用．Ⅱ卷考查了独立事件的乘法公式，体现
 在大题中．
【真题热身】
1．（2024·新高考Ⅱ卷）某投篮比赛分为两个阶段，每个参赛队由两名队员组成，比赛具体
规则如下：第一阶段由参赛队中一名队员投篮3次，若3次都未投中，则该队被淘汰，
比赛成员为0分；若至少投中一次，则该队进入第二阶段，由该队的另一名队员投篮3
次，每次投中得5分，未投中得0分.该队的比赛成绩为第二阶段的得分总和．某参赛队
由甲、乙两名队员组成，设甲每次投中的概率为p，乙每次投中的概率为q，各次投中与
否相互独立．

（1）若
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，
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，甲参加第一阶段比赛，求甲、乙所在队的比赛成绩不少于5分
的概率．

（2）假设
[image: image3.wmf]0
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①为使得甲、乙所在队的比赛成绩为15分的概率最大，则应该由谁参加第一阶段比
赛？

②为使得甲、乙所在队的比赛成绩的数学期望最大，则应该由谁参加第一阶段比
赛？

2．（2023·新高考Ⅰ卷）甲、乙两人投篮，每次由其中一人投篮，规则如下：若命中则此人继续投籃，若末命中，则换为对方投篮．无论之前投篮情况如何，甲每次投篮的命中率均为0.6，乙每次投篮的命中率均为0.8．由抽签确定第1次投篮的人选，第1次投篮的人是甲、乙的概率各为0.5．

 （1）求第2次投篮的人是乙的概率.
 （2）求第
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次投篮的人是甲的概率.
 （3）已知：若随机变量
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X

服从两点分布，且
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．记前
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次（即从第1次到第
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次投篮）中甲投篮的次数为
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，求
      
[image: image11.wmf](

)

EY

．

【典例突破】
考向1  体育比赛中的概率问题
例1．（2024·广东汕头市三模）11分制乒乓球比赛规则如下：在一局比赛中，每两球交换发球权，每赢一球得1分，先得11分且至少领先2分者胜，该局比赛结束.当某局比分打
成10∶10后，每球交换发球权，领先2分者胜，该局比赛结束. 现有甲、乙两人进行一
场五局三胜、每局11分制的乒乓球比赛，比赛开始前通过抛掷一枚质地均匀的硬币来
确定谁先发球. 假设甲发球时甲得分的概率为
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，乙发球时甲得分的概率为
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，各球的比
赛结果相互独立，且各局的比赛结果也相互独立．

（1）若每局比赛甲获胜的概率
[image: image14.wmf]2
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，求该场比赛甲获胜的概率.

（2）已知第一局目前比分为10∶10，求：
①再打两个球甲新增的得分
[image: image15.wmf]X

的分布列和均值；

②第一局比赛甲获胜的概率
[image: image16.wmf]0
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．
【对点训练】
（2023·广东汕头市三模）2022年10月1日，女篮世界杯落幕，时隔28年，中国队再次获得亚军，追平历史最佳成绩. 统计数据显示，中国队主力队员A能够胜任小前锋、大前锋和得分后卫三个位置，且出任三个位置的概率分别为
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，同时，当队员A出任这三个位置时，球队赢球的概率分别为
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,,

993

，（队员
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参加所有比赛均分出胜负）．
(1)当队员
[image: image20.wmf]A

参加比赛时，球队某场比赛获胜的概率.
(2)在赛前的友谊赛中，第一轮积分规则为：胜一场积
[image: image21.wmf]3

分，负一场积
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分．本轮比赛球队一共进行
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场比赛，且至少获胜
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场才可晋级第二轮，已知队员A每场比赛均上场且球队顺利晋级第二轮，记球队第一轮比赛最终积分为
[image: image25.wmf]X

，求
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的数学期望．

考向2  决策与含义解释类的概率问题
例2．（2024·湖南长沙市二模）猜歌名游戏是根据歌曲的主旋律制成的铃声来猜歌名，该游戏中有A，B，C三首歌曲．嘉宾甲参加猜歌名游戏，需从三首歌曲中各随机选一首，自主选择猜歌顺序，只有猜对当前歌曲的歌名才有资格猜下一首，并且获得本歌曲对应的奖励基金．假设甲猜对每首歌曲的歌名相互独立，猜对三首歌曲的概率及猜对时获得相应的奖励基金如下表：

	歌曲
	
[image: image27.wmf]A


	
[image: image28.wmf]B


	
[image: image29.wmf]C



	猜对的概率
	0.8
	0.5
	0.5

	获得的奖励基金金额/元
	1000
	2000
	3000


（1）求甲按“
[image: image30.wmf],,

ABC

”的顺序猜歌名，至少猜对两首歌名的概率.
（2）甲决定按“
[image: image31.wmf],,

ABC

”或者“
[image: image32.wmf],,

CBA

”两种顺序猜歌名，请你计算两种猜歌顺序嘉宾甲获得奖励基金的期望；为了得到更多的奖励基金，请你给出合理的选择建议，并说明理由．

【对点训练】
(2023·湖南郴州市一模)某投资公司在2023年年初准备将1000万元投资到“低碳”项目上，现有两个项目供选择.
项目一：新能源汽车，据市场调研，投资到该项目上，到年底可能获利30%，也可能亏损
15%，且这两种情况发生的概率分别为
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和
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.
项目二：通信设备．据市场调研，投资到该项目上，到年底可能获利50%，可能损失30%，
也可能不赔不赚，且这三种情况发生的概率分别为
[image: image35.wmf]3
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，
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和
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针对以上两个投资项目，请你为投资公司选择一个合理的项目，并说明理由．
考向3  全概率背景下的数列递推关系
例3．（2024·湖南衡阳市三模）现有A，B两个不透明盒子，都装有m个红球和m个白球，这些球的大小、形状、质地完全相同．

（1）若
[image: image38.wmf]3
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，甲、乙、丙依次从A盒中不放回地摸出一球，设X表示三人摸出的白球
个数之和，求X的分布列与数学期望；

（2）若
[image: image39.wmf]1
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，从A、B两个盒子中各任取一个球交换放入另一个盒子中，
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这样的操作后，记A盒子中红球的个数为
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．求：
①
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的概率；

②
[image: image43.wmf]n

X

的分布列．

【对点训练】
（2023·广东茂名市二模）马尔可夫链是因俄国数学家安德烈·马尔可夫得名，其过程具

备“无记忆”的性质，即第
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次状态的概率分布只跟第
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次的状态有关，与第
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次状态是“没有任何关系的”.现有甲、乙两个盒子，盒子中都有大小、

形状、质地相同的2个红球和1个黑球.从两个盒子中各任取一个球交换，重复进行
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次操作后，记甲盒子中黑球个数为
[image: image50.wmf]n
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，甲盒中恰有1个黑球的概率为
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，

恰有2个黑球的概率为
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.求：
（1）
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X

的分布列；

（2）数列
[image: image54.wmf]{
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n

a

的通项公式；

（3）
[image: image55.wmf]n

X

的期望.

考向4  概率统计综合问题
例4．（2023·河北邢台市二模）某公司计划购买2台机器，该种机器使用三年后即被淘汰．机
器有一易损零件，在购进机器时，可以额外购买这种零件作为备件，每个100元；在机
器使用期间，若备件不足再购买，则每个300元．现需决策在购买机器时，应同时购买
几个易损零件，为此搜集并整理了100台这种机器在三年使用期内更换的易损零件数，
得到如图所示柱状图. 以这100台机器更换的易损零件数的频率代替1台机器更换的易损零件数发生的概率，记X表示2台机器三年内共需更换的易损零件数，n表示购买2台机器的同时购买的易损零件数．
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(1)求X的分布列；

(2)以购买易损零件所需费用的期望为决策依据，在
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之中选其一，应选用哪
个更合理？

【对点训练】
（2024·山东泰安市二模）在足球比赛中，有时需通过点球决定胜负．

（1）扑点球的难度一般比较大，假设罚点球的球员会等可能地随机选择球门的左、中、右
三个方向射门，门将(也称为守门员)也会等可能地随机选择球门的左、中、右三个方
向来扑点球，而且门将即使方向判断正确也有
[image: image59.wmf]2

3

的可能性扑不到球．不考虑其它因素，
在一次点球大战中，求门将在前三次扑到点球的个数
[image: image60.wmf]X

的分布列和期望；

（2）好成绩的取得离不开平时的努力训练，甲､乙､丙三名前锋队员在某次传接球的训练
中，球从甲脚下开始，等可能地随机传向另外
[image: image61.wmf]2

人中的 
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人，接球者接到球后再等可
能地随机传向另外
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人中的
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人，如此不停地传下去，假设传出的球都能接住．记第
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次传球之前，球在甲脚下的概率为
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，易知
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① 试证明：
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为等比数列；

② 设第
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次传球之前，球在乙脚下的概率为
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，试比较
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【课后巩固】
1．（2023·湖南郴州市三模）篮球队的5名队员进行传球训练，每位队员把球传给其他4人的概率相等，由甲开始传球，则前3次传球中，乙恰好有1次接到球的概率为（    ）

A．
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B．
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C．
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D．
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2．（2024·四川凉山市三模）凉山地区学生中有50%的同学爱好羽毛球，60%的同学爱好乒乓球，70%的同学爱好羽毛球或乒乓球．在凉山地区的学生中随机调查一位同学，若该同学爱好羽毛球，则该同学也爱好乒乓球的概率为（     ）

A．0.4
B．0.5
C．0.8
D．0.9

3．（多选题）（2023·湖北黄石市二模）乒乓球，被称为中国的“国球”．某次比赛采用五局三胜制，当参赛选手甲､乙两位中有一位赢得三局比赛时，就由该选手晋级而比赛结束．每局比赛皆须分出胜负，且每局比赛的胜负不受之前比赛结果影响．假设甲在任一局赢球的概率为
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，实际比赛局数的期望值记为
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A．三局就结束比赛的概率为
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C．函数
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4．（多选题）（2023·辽宁沈阳市三模）已知数列
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的概率均为
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．设
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能被3整除的概率为
[image: image90.wmf]n

P

，则（      ）

A．
[image: image91.wmf]2

1

P

=

      B．
[image: image92.wmf]3

1

4

P

=

       C．
[image: image93.wmf]11

341

1024

P

=

       D．当
[image: image94.wmf]25

n

³

时，
[image: image95.wmf]1

3

n

P

<


5．（多选题）（2024·福建泉州市三模）某商场设有电子盲盒机，每个盲盒外观完全相同，规定每个玩家只能用一个账号登陆，且每次只能随机选择一个开启．已知玩家第一次抽盲盒，抽中奖品的概率为
[image: image96.wmf]2
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，从第二次抽盲盒开始，若前一次没抽中奖品，则这次抽中的概率为
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，若前一次抽中奖品，则这次抽中的概率为
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．记玩家第
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次抽盲盒，抽中奖品的概率为
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B．数列
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D．当
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6．甲、乙两队进行篮球决赛，采取七场四胜制（当一队赢得四场胜利时，该队获胜，决赛
结束）．根据前期比赛成绩，甲队的主客场安排依次为“主主客客主客主”．设甲队主场取
胜的概率为0.6，客场取胜的概率为0.5，且各场比赛结果相互独立，则甲队以4∶1获
胜的概率是______．

7．（2024·山东济南市二模）有一种投掷骰子走跳棋的游戏：棋盘上标有第1站、第2站、
第3站……第10站，共10站，设棋子跳到第n站的概率为
[image: image107.wmf]n

P

，若一枚棋子开始在
第1站，棋手每次投掷骰子一次，棋子向前跳动一次．若骰子点数小于等于3，棋子
向前跳一站；否则，棋子向前跳两站，直到棋子跳到第9站（失败）或者第10站（获
胜）时，游戏结束．则
[image: image108.wmf]3
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_______；该棋手获胜的概率为_______．
8．（2024·浙江杭州市二模）某工厂生产某种元件，其质量按测试指标划分为：指标大于或等于82为合格品，小于82为次品，现抽取这种元件100件进行检测，检测结果统计如下表：

	测试指标
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	元件数（件）
	12
	18
	36
	30
	4


（1）现从这100件样品中随机抽取2件，若其中一件为合格品，求另一件也为合格品的
概率；

（2）关于随机变量，俄国数学家切比雪夫提出切比雪夫不等式：

若随机变量X具有数学期望
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，则对任意正数
[image: image116.wmf]e

，均有

[image: image117.wmf](

)

2

2

Px

s

me

e

-³£

成立.

①若
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②利用该结论表示即使分布未知，随机变量的取值范围落在期望左右的一定范围内
的概率是有界的.若该工厂声称本厂元件合格率为90%，那么根据所给样本数据，请
结合“切比雪夫不等式”说明该工厂所提供的合格率是否可信？
注：当随机事件A发生的概率小于0.05时，可称事件A为小概率事件

9．（2024·重庆九龙坡区三模）在一场乒乓球赛中，甲、乙、丙、丁四人角逐冠军．比赛采用“双败淘汰制”，具体赛制为：首先四人抽签两两对阵，胜者进入“胜区”，败者进入“败区”；接下来，“胜区”的两人对阵，胜者进入最后决赛；“败区”的两个对阵，败者直接淘汰出局并获得第四名；紧接着“败区”的胜者和“胜区”的“败者”对阵，胜者晋级到最后的决赛，败者获得第三名：最后剩下的两人进行最后的冠军决赛，胜者获得冠军，败者获得第二名．甲对阵乙、丙、丁获胜的概率均为
[image: image120.wmf](
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，且不同对阵结果相互独立．

（1）若
[image: image121.wmf]0.4

p

=

，第一轮由甲对阵乙，丙对阵丁．求：
①甲获得第四名的概率；

②甲在“双败淘汰制”下参与对阵的比赛场数的数学期望．

（2）除“双败淘汰制”外，也经常采用“单败淘汰制”：四人抽签决定两两对阵，两场比赛的
胜者晋级到冠军决赛，败者参加三、四名比赛，哪种赛制对甲夺冠有利？请说明理由．

10．（2024·福建泉州市二模）在一个抽奖游戏中，主持人从编号为1，2，3，4的四个外观相同的空箱子中随机选择一个，放入一件奖品，再将四个箱子关闭．主持人知道奖品在哪个箱子里．游戏规则是：主持人请抽奖人在这四个箱子中选择一个，若奖品在此箱子里，则奖品由获奖人获得．现有抽奖人甲选择了2号箱，在打开2号箱之前，主持人先打开了另外三个箱子中的一个空箱子．按游戏规则，主持人将随机打开甲选择之外的一个空箱子，记为X号箱．

（1）求
[image: image122.wmf]1
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=

的概率；

（2）求X的方差；

（3）若
[image: image123.wmf]1

X

=

，现在给抽奖人甲一次重新选择的机会，请问他是坚持选2号箱，还是改选3
号或4号箱？

11．（2024·广东广州市三模）甲进行摸球跳格游戏，图上标有第1格，第2格
[image: image124.wmf]×××

第25格，棋子开始在第1格．盒中有5个大小相同的小球，其中3个红球，2个白球（5个球除颜色外其他都相同）．每次甲在盒中随机摸出两球，记下颜色后放回盒中，若两球颜色相同，棋子向前跳1格；若两球颜色不同，棋子向前跳2格，直到棋子跳到第24格或第25格时，游戏结束．记棋子跳到第
[image: image125.wmf]n

格的概率为
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（1）甲在一次摸球中摸出红球的个数记为
[image: image127.wmf]X

，求
[image: image128.wmf]X

的分布列和期望；

（2）求数列
[image: image129.wmf]{
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的通项公式．
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