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§10.1　两角和与差的三角函数
[bookmark: _GoBack]10.1.1　两角和与差的余弦
学习目标　1.了解两角和与差的余弦公式的推导过程.2.理解用向量法导出公式的主要步骤.3.理解两角和与差的余弦公式间的关系，熟记两角和与差的余弦公式的形式及符号特征，并能利用公式进行化简求值．

知识点一　两角差的余弦
cos(α－β)＝cos αcos β＋sin αsin β.(C(α－β))
知识点二　两角和的余弦
cos(α＋β)＝cos αcos β－sin αsin β.(C(α＋β))
特别提醒：(1)公式中的角α，β是任意角，特点是用单角的三角函数表示复角的三角函数，cos(α－β)，cos(α＋β)是一个整体．
(2)公式特点：公式右端的两部分为同名三角函数的积，连接符号与左边角的连接符号相反，可用口诀“余余、正正、符号相反”记忆公式．

1.任意角α，β，均有cos(α－β)＝cos αcos β－sin αsin β.(　×　)
2．任意角α，β，均有cos(α－β)＝cos αcos β＋sin αsin β.(　√　)
3．cos＝－sin α.(　√　)
4．cos 85°·cos 25°＋sin 85°·sin 25°＝.(　√　)





一、给角求值
例1　计算：
(1)cos(－15°)；
(2)cos 105°；
(3)cos 15°cos 105°＋sin 15°sin 105°.
解　(1)方法一　原式＝cos(30°－45°)
＝cos 30°cos 45°＋sin 30°sin 45°
＝×＋×＝.
方法二　原式＝cos 15°＝cos(45°－30°)
＝cos 45°cos 30°＋sin 45°sin 30°
＝×＋×＝.
(2)cos 105°＝－cos 75°＝－cos(45°＋30°)＝－(cos 45°cos 30°－sin 45°sin 30°)
＝－×＋×＝.
(3)原式＝cos(15°－105°)＝cos(－90°)＝cos 90°＝0.
反思感悟　对非特殊角的三角函数式求值问题，一定要本着先整体后局部的基本原则．如果整体符合三角函数公式的形式，则整体变形，否则进行各局部的变形．一般途径有将非特殊角化为特殊角的和或差的形式，化为正负相消的项并消项求值，化分子、分母形式进行约分求值，要善于逆用或变用公式．
跟踪训练1　cos 80°cos 35°＋sin 80°cos 55°的值是(　　)
A.  B．－  C.  D．－
答案　A
解析　cos 80°cos 35°＋sin 80°cos 55°＝cos 80°cos 35°＋sin 80°sin 35°＝cos(80°－35°)＝cos 45°＝.
二、给值求值
例2　已知sin α＝－，sin β＝，且π＜α＜，＜β＜π，求cos(α－β)．
解　∵sin α＝－，π＜α＜，
∴cos α＝－＝－.
又∵sin β＝，＜β＜π，
∴cos β＝－＝－，
∴cos(α－β)＝cos αcos β＋sin αsin β
＝×＋×＝.
延伸探究
若将本例改为已知sin α＝－，π＜α＜，cos(α－β)＝，＜β＜π，求sin β.
解　∵sin α＝－，且π＜α＜，
∴cos α＝－＝－.
∵＜β＜π，
∴－π＜－β＜－，
∴0＜α－β＜π.
又cos(α－β)＝，
∴sin(α－β)＝
＝＝，
∴cos β＝cos[α－(α－β)]
＝cos αcos(α－β)＋sin αsin(α－β)
＝×＋×＝－，
又∵<β<π，
∴sin β＝＝.
反思感悟　(1)在用两角和与差的余弦公式求值时，常将所求角进行拆分或组合，把所要求的函数值中的角表示成已知函数值的角．
(2)在将所求角分解成某两角的和或差时，应注意如下变换：α＝(α＋β)－β，α＝(α－β)＋β，α＝β－(β－α)，α＝(2α－β)－(α－β)，α＝[(α＋β)＋(α－β)]，α＝[(β＋α)－(β－α)]等．
跟踪训练2　已知＜β＜α＜，且cos(α－β)＝，sin(α＋β)＝－，求cos 2α的值．
解　因为＜β＜α＜，所以π＜α＋β＜，0＜α－β＜，又因为cos(α－β)＝，sin(α＋β)＝－，
所以sin(α－β)＝，cos(α＋β)＝－，
所以cos 2α＝cos[(α－β)＋(α＋β)]
＝cos(α－β)cos(α＋β)－sin(α－β)sin(α＋β)
＝×－×＝－.
三、给值求角
例3　已知cos α＝，cos(α－β)＝，且0<β<α<，求β的值．
解　由cos α＝，0<α<，
得sin α＝＝＝.
由0<β<α<，得0<α－β<.
又∵cos(α－β)＝，
∴sin(α－β)＝
＝＝.
由β＝α－(α－β)，得cos β＝cos[α－(α－β)]＝cos αcos(α－β)＋sin αsin(α－β)
＝×＋×＝，
又∵0<β<，∴β＝.
反思感悟　求解给值求角问题的一般步骤
(1)求角的某一个三角函数值．
(2)确定角的范围．
(3)根据角的范围写出所求的角．
跟踪训练3　已知锐角α，β满足sin α＝，cos β＝，求α＋β的值．
解　因为α，β为锐角且sin α＝，cos β＝，
所以cos α＝＝，sin β＝＝，
所以cos(α＋β)＝cos αcos β－sin αsin β
＝×－×＝，
由0＜α＜，0＜β＜，得0＜α＋β＜π，
又cos(α＋β)＞0，所以α＋β为锐角，所以α＋β＝.

1．cos 75°的值是        ．
答案　
2．若a＝(cos 60°，sin 60°)，b＝(cos 15°，sin 15°)，则a·b＝        .
答案　
解析　a·b＝cos 60°cos 15°＋sin 60°sin 15°＝cos(60°－15°)＝cos 45°＝.
3．已知cos α＝，且α为第一象限角，则cos＝        .
答案　
解析　∵cos α＝，且α为第一象限角，
∴sin α＝＝＝，
∴cos＝cos cos α－sin sin α
＝×－×＝.
4．已知cos α＝，cos(α＋β)＝－，α，β∈，则β＝        .
答案　
解析　∵α，β∈，∴α＋β∈(0，π)．∵cos α＝，
cos(α＋β)＝－，∴sin α＝，sin(α＋β)＝，
∴cos β＝cos[(α＋β)－α]＝cos(α＋β)cos α＋sin(α＋β)·sin α＝.∵0<β<，∴β＝.
5．已知cos(α＋β)＝，cos(α－β)＝，则cos αcos β＝        ，sin αsin β＝        .
答案　　－
解析　由两角和与差的余弦公式得，
cos αcos β－sin αsin β＝，①
cos αcos β＋sin αsin β＝.②
①＋②可得，cos αcos β＝，
①－②可得，sin αsin β＝－.

1．知识清单：
(1)两角和与差的余弦公式．
(2)已知三角函数值求值和求角．
2．方法归纳：换元法、转化与化归．
3．常见误区：忽略角所在的取值(从已给信息得出角α，β的正弦、余弦)范围导致出错．


1．cos 165°等于(　　)
A.  	B.
C．－  	D．－
答案　C
解析　cos 165°＝cos(180°－15°)＝－cos 15°
＝－cos(45°－30°)＝－(cos 45°cos 30°＋sin 45°sin 30°)＝－.故选C.
2．cos 295°sin 70°－sin 115°cos 110°的值为(　　)
A.  B．－  C.  D．－
答案　A
解析　原式＝－cos 115°cos 20°＋sin 115°sin 20°
＝cos 65°cos 20°＋sin 65°sin 20°＝cos(65°－20°)
＝cos 45°＝.


3．向量a＝(sin α，cos α)，b＝(cos β，sin β)，且a∥b，若α，β∈，则α＋β等于(　　)
A．0  B.  C.π  D．π
答案　B
解析　由向量平行可得sin αsin β－cos αcos β＝0，
即cos(α＋β)＝0，又∵α，β∈，
∴α＋β∈[0，π]，∴α＋β＝.
4．(多选)若cos 5xcos(－2x)－sin(－5x)sin 2x＝0，则x的值可能是(　　)
A.  B.  C.  D.
答案　BD
解析　由题意知cos 5xcos 2x＋sin 5xsin 2x＝0，
即cos(5x－2x)＝0，cos 3x＝0，
∴3x＝＋kπ，k∈Z，
x＝＋kπ，k∈Z，
经检验B，D成立，A，C不成立．
5．已知点P(1，)是角α终边上一点，则cos等于(　　)
A.  	B.
C．－  	D.
答案　A
解析　由题意可得sin α＝，cos α＝，
∴cos＝cos cos α＋sin sin α
＝×＋×＝.
6．计算：sin 60°－cos 60°＝        .
答案　0
解析　原式＝sin 30°·sin 60°－cos 30°·cos 60°
＝－cos(30°＋60°)＝－cos 90°
＝0.
7．若cos(α＋β)＝，cos(α－β)＝，则tan α·tan β＝        .
答案　
解析　cos(α＋β)＝cos αcos β－sin αsin β＝，
cos(α－β)＝cos αcos β＋sin αsin β＝.
则
得cos αcos β＝，sin αsin β＝.
则tan αtan β＝＝.
8．已知cos(α－β)cos α＋sin(α－β)sin α＝m，且β为第三象限角，则sin β＝        .
答案　－
解析　∵cos(α－β)cos α＋sin(α－β)sin α
＝cos[(α－β)－α]＝m，即cos β＝m.
又∵β为第三象限角，
∴sin β＝－＝－.
9．如图，在平面直角坐标系中，锐角α和钝角β的终边分别与单位圆交于A，B两点．

(1)如果A，B两点的纵坐标分别为，，求cos α和sin β；
(2)在(1)的条件下，求cos(β－α)的值．
解　(1)∵OA＝1，OB＝1，且点A，B的纵坐标分别为，，
∴sin α＝，sin β＝，∴cos α＝.
(2)∵β为钝角，由(1)知cos β＝－，
∴cos(β－α)＝cos βcos α＋sin βsin α
＝－×＋×＝.

10．已知sin(α－β)＝，sin(α＋β)＝－，且α－β∈，α＋β∈，求cos 2β的值．
解　因为sin(α－β)＝，sin(α＋β)＝－，
且α－β∈，α＋β∈，
所以cos(α－β)＝－＝－＝－，
cos(α＋β)＝＝＝，
所以cos 2β＝cos[(α＋β)－(α－β)]
＝cos(α＋β)cos(α－β)＋sin(α＋β)sin(α－β)
＝×＋×＝－.

11．在△ABC中，sin A＝，cos B＝，则cos C等于(　　)
A.或  	B．－或－
C．－  	D.
答案　D
解析　依题意得sin B＝，sin B>sin A，∴B>A，
∴A为锐角．
又∵sin A＝，∴cos A＝.
∴cos C＝cos[π－(A＋B)]＝－cos(A＋B)＝－cos Acos B＋sin Asin B＝－×＋×＝，故选D.
12．已知sin α－sin β＝1－，cos α－cos β＝，则cos(α－β)的值为(　　)
A.  	B.
C.  	D．1
答案　B
解析　因为sin α－sin β＝1－，
所以sin2α－2sin αsin β＋sin2β＝－.①
又因为cos α－cos β＝，
所以cos2α－2cos αcos β＋cos2β＝.②
所以①＋②得2cos(α－β)＝，
所以cos(α－β)＝，故选B.
13．设A，B为锐角△ABC的两个内角，向量a＝(2cos A，2sin A)，b＝(3cos B,3sin B)．若a，b的夹角的弧度数为，则A－B＝        .
答案　±
解析　cos ＝＝＝cos Acos B＋sin Asin B＝cos(A－B)．
又－＜A－B＜，
∴A－B＝±.
14．函数y＝cos x－sin x的最大值为        ．
答案　2
解析　原式＝2＝2cos，当＋x＝2kπ，k∈Z，即x＝－＋2kπ，k∈Z时，cos＝1，函数的最大值为2.

15．已知sin α＋sin β＋sin γ＝0，cos α＋cos β＋cos γ＝0，则cos(α－β)的值是        ．
答案　－
解析　sin α＋sin β＝－sin γ，①
cos α＋cos β＝－cos γ， ②
①2＋②2得，2＋2(sin αsin β＋cos αcos β)＝1，
所以cos(α－β)＝－.
16．已知cos(2α－β)＝－，sin(α－2β)＝，且<α<，0<β<，求cos(α＋β)的值．
解　因为<α<，0<β<，所以<2α－β<π.
因为cos(2α－β)＝－，所以<2α－β<π，
所以sin(2α－β)＝.
因为<α<，0<β<，所以－<α－2β<.
因为sin(α－2β)＝，所以0<α－2β<，
所以cos(α－2β)＝.
所以cos(α＋β)＝cos[(2α－β)－(α－2β)]
＝cos(2α－β)cos(α－2β)＋sin(2α－β)sin(α－2β)
＝－×＋×＝0.
所以cos(α＋β)＝0.
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